ECG2 Informatique 1 - Suites et séries

- EXERCICE 1 - 1

On considere une suite (u,) ,eny définie par son premier terme 1 = 1 et p tout entier n, Uy = Uy +—.
n

1. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche la valeur de uj, lorsque l'utilis entre la valeur de
n au clavier.

2. (a) Ecrire une fonction en Python d’entéte "def suite_u(n) :" prenant comme parametre un entier n
et renvoyant la valeur de u,,.

(b) Quelle commande faut-il écrire pour calculer 1190 ?

3. Ecrire (de deux manigres différentes) une fonction en Python prenant comme paramétre un entier n et
renvoyant toutes les valeurs de ug a u, rangées dans une liste.

(a) Une fonction d’entéte "def Liste_U(n)" utilisant la méthode "append".
(b) Une fonction d’entéte "def Tableau_U(n)" utilisant la fonction "zeros" du module "numpy".

4. Ecrire un programme en Python qui détermine et affiche le plus petit entier naturel 7 pour lequel u,, > 100.
On obtient n = 4998.

100
5. Ecrire un programme en Python qui calcule et affiche la valeur de la somme ) u,.
n=0

(a) En modifiant le programme de la question 1.
(b) En utilisant la fonction "Tableau_U" de la question 3b et la fonction "sum" du module "numpy".

6. On considere le programme Python et le graphique associé ci-dessous.
ATaide du graphique, conjecturer un équivalent de la suite (u,) ,en €n +00.

+ import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from math import sqrt

u =1
eq = np.zeros (200)
for i in range (1,200)
u=mu+ 1/u
eqli] = u/sqrt(2*i)
10 abs = [k for k in range (1,200)]
11 plt.plot(abs, eql1:]1, ’b.’)
12 plt.show ()
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Python

SiT est un tableau "numpy", alors la commande "np . cumsum(T) " du module numpy renvoie un autre tableau "numpy"
contenant les sommes cumulées du tableau T.

Par exemple: "np.cumsum([1,4,6])" renvoie "[1,5,11])".

- EXERCICE 2 - noq
On consideére les suites (1;) nen+ €t (Vy) nen+ suivantes: uy, = Z 2
k=1
1. Onrappelle que la commande "np.arange (a,b) " renvoie un tableau numpy contenant les entiers de I'in-
tervalle [a; b — 1] et que les opérations algébriques sur les tableaux "numpy" sont appliquées a chaque
coefficient.
Ecrire une fonction Python d’entéte "def U(n) :" quirenvoie un tableau "numpy" contenant les n pre-

miers termes de la suite (u,,) yen>-

1
et v,=uy+—.
n

2. Ecrire une fonction Python d’entéte "def V(n) :" qui renvoie un tableau "numpy" contenant les n pre-
miers termes de la suite (v;;) pen+ -

3. Ecrire un programme Python qui affiche les 20 premiers termes des suites u et v sur un méme graphique.
4. Le programme de la question précédente renvoie le graphique suivant.

2.01
18] (a) Que peut-on conjecturer sur les suites (1) pen®
et (Vp) pen+?
161 Wk x X X X XX X X (b) En admettant que la conjecture est vraie, écrire
oox X un programme Python qui, pour une valeur don-
x 2 . . .
14] x née de ¢ > 0, renvoie une approximation de
x +0oo
x > 77 aepres.
129 k=1
104 X
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- EXERCICE 3 -
1. On consideére la suite a récurrence linéaire d’ordre 2 (u,) définie, pour tout n € N, par:
uy=0, u; =2, et ups2 =7uUp+1 —3Uy.

Ecrire une fonction Python d’entéte "def Suite_Rec2_U(n) :" afin qu’elle renvoie le terme général u,
en fonction de n.

2. On considere les suites (uy) en €t (V) nen+ Suivantes :

ay by
ap=1,by=2, etVneN, apy=—"-— et byg=—"—
0 ] e Azl
Ecrire une fonction Python d’entéte "def Suites_ab(n) :" afin qu’elle renvoie les valeurs de a, et b,

lorsque n est donné en parametre.

- EXERCICE 4 -
On considére une suite (v,) ,en+ définie par: v; =1 et pour tout entier 7 non nul, v,41 = v, + T
nvy,
1. Ecrire une fonction en Python d’entéte "def Suite_V(n) :" prenant comme paramétre un entier n et
renvoyant la valeur de v,,.
1

2. On admet que la suite (v,) converge vers une limite ¢ vérifiant: pourtoutp >2, 0< ¢ -v, < P
p—
Ecrire un programme Python qui renvoie une valeur approchée de ¢ a 107 pres.
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- EXERCICE 5 (DICHOTOMIE) -

Probléme et objectif :

On consideére une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].

On suppose que f(a) f(b) <0 de telle sorte que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution a d’apres le
théoréme de la bijection monotone.

La méthode de recherche itérative par dichotomie permet d’obtenir une valeur approchée a e pres de la
solution a de I'équation f(x) = 0 sur 'intervalle [a, b].

Les données du probleme sont donc : la fonction f, I'intervalle [a, b] et la précision € souhaitée.

Principe :

Le principe de la méthode de recherche par dichotomie est une méthode itérative.

A chaque itération, on partage en deux l'intervalle de recherche (en son milieu) et on garde pour l'itération
suivante l'intervalle (deux fois plus petit) qui contient la solution (I’autre ne la contenant pas par unicité de
la solution).

La largeur de I'intervalle est divisée par 2 a chaque itération.

On poursuit les itérations jusqu’a ce que cet intervalle soit de largeur inférieur e (degré de précision souhaité
pour I'approximation.

Lune ou l'autre extrémité de l'intervalle final donne une approximation de la solution « a ¢ pres.

Mise en ceuvre :
* On initialise I'intervalle I = [a, b].
* Achaqueitération que I'on poursuit tant que la longueur b—a de'intervalle I est supérieure a la précision
e voulue :
— On calcule le milieu ¢ = (a + b)/2 de I'intervalle puis la valeur f(c) de la fonction f au point c.
— On remplace soit le point a soit le point b par le point c :
* soit a I'aide du signe de f(c) et du sens de variation de f si celui-ci est connu.
¢ soit a I'aide du signe du signe du produit f(a) x f(c) sile sens de variation de f n’est pas connu.
— On obtient alors un nouvel intervalle I = [a, b] pour la prochaine itération (la valeur de a ou b ayant
été modifiée et la longueur de I'intervalle divisée par 2).
* On renvoie la derniere valeur de ¢ calculée qui donnera une approximation de la solution « a € pres.
Illustration :

Voici un exemple faisant apparaitre
les quatre premiéres itérations dans
le cas d'une fonction croissante.

ap+ b
* Cy = 20770 o f(co) < 0 donc on

choisit I'intervalle de droite : a; <
co et b1 And b().

a+b
*x C = AT et f(c1) > 0 donc

on choisit I'intervalle de gauche :
a, < ay et by, < cy. |
ap + bg ap i l’]()

* g = ——— et f(cx) > 0 donc
on choisit I'intervalle de gauche : ar | | by
az < ap et by < cp. a —— b,
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On suppose qu'une fonction f définie sur [0, 1] est déja programmée dans Python.

1 def f(x)
2 return (formule de la fonction f)

On peut donc accéder a la valeur de £ en un point a par la commande f (a).
Remarque : si f n'est pas programmeée dans Python, il faut recopier la formule de f au moment de faire le calcul.

Compléter la fonction suivante pour qu’elle renvoie une valeur approchée a eps pres de laracine de I'équation
f(x) =0 sur I'intervalle [0, 1] par la méthode de dichotomie.

1. Dans le cas général en utilisant le signe du produit f(a) x f(c).

+ def Dichotomie (f,eps)
2

3 -
4 b= ...

6

7 while . ............ ...

8 C =
9 if f(a)*xf(c)>0

i@ = tgo0o0o00000000D

11 else

@ 1600000000000

13 return (............ )

2. Dans le cas d'une fonction f strictement croissante sur l'intervalle [0, 1].

def Dichotomie_Croiss (f,eps)
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3. Dans le cas d'une fonction f strictement décroissante sur I'intervalle [0, 1].

+ def Dichotomie_Decroiss (f,eps)
2 A T
3 b= ... ...
4 while . ............ ...
5 G 8 toocooooocoooocoooa 0 1
6 if £(c)>0
8 else
10 return (............ )
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