ECG2 Informatique - Manipulation de matrices - Un corrigé

- EXERCICE 1 - -2 1
1 1 -2

1. Construirelamatrice A= 1 -2 1 ) alaide des commandes "np.ones" et "np.eye".

+ A = np.ones(3,3) - 3 * np.eye(3)
2 A[0,0] = 3

2. Quelle matrice obtient-on apres 'exécution des commandes suivantes, A étant la matrice de la ques-
tion1?

1 A[:,1] = np.zeros(3)
2 A[0,0] = 3
3 0 1
On obtient la matrice |1 0 1
1 0 -2

- EXERCICE 2 - 010
Soit B la matrice définiepar: B=|1 0 0| eton considére les instructions Python suivantes et le résultat
0 01
associé.
1+ >> B = np.array([[0,1,0],[1,0,0],[0,0,111)
2 >>> P = np.array([[1,1,0],[1,-1,0]1,[0,0,1]11)
3 >>> np.dot( np.dot(al.inv(P),B) , P )
4 array([[ 1., 0., 0.1,
[o., -1., 0.1,
6 Lo., o., 1.11)

1. Déduire de la séquence Python précédente que la matrice B est diagonalisable puis donner les valeurs
propres de B ainsi que les vecteurs propres associés a ces valeurs propres.

1 1 0
Le programme calcule P"'BP avec P = [1 -1 0| et renvoie comme résultat une matrice diagonale
0 0 1
1 0 0
D=0 -1 0].
0 0 1
On en déduit que B = PDP~! avec D diagonale donc B est diagonalisable, ses valeurs propres sont —1,1, et
1
les vecteurs propres associés sont les vecteurs colonnes de P dans le méme ordre. Ainsi, E_; (B) = Vect| [ -1
0
1\ (0
et Ey(B)=Vect||1],]0
0/ \1
On considere a présent les instructions Python suivantes :

1 >>> D, V = al.eig(B)
2 >>> D
s array([ 1., -1., 1.1)
4 >>> V
s array ([[ 0.70710678, -0.70710678, O. 1l g
6 [ 0.70710678, 0.70710678, 0. 1,
7 [o. , 0. , 1. 1D D

2. Cette sortie Python est-elle cohérente avec vos résultats de la question 1?
La commande al.eig(B) renvoie les valeurs propres de B et les vecteurs prcHes associés.
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Ainsi, D contient les valeurs propres de B ce qui est cohérent avec le résultat de la question 1. Et on re-
marque que V contient des vecteur proportionnels aux vecteurs propres de B ce qui est cohérent avec le
résultat de la question 1.

3. Auvu des résultats précédentes, que renvoient les instructions suivantes ?

i >>> al.matrix_rank(B-np.eye (3,3))
2 >>> al.matrix_rank(B+np.eye (3,3))
3 >>> al.matrix_rank (B+4*np.eye (3,3))

Ces commandes calculent rg(B—1), rg(B+1) et rg(B +41).

1 0
Or,onavuque E;(B)=Vect||1],[0] | donc dim(E;(B)) = dim(Ker(B —I)) = 2 (2 vecteurs non colinéaires)
0 1

et d’apres le théoreme durang, rg(B—1)=3-2=1.
De méme, on obtient rg(B+1) =3-1=2.
Enfin comme —4 n’est pas valeur propre de B, la matrice B + 41 est inversible donc rg(B +41) = 3.

1 Exercices

- EXERCICE 3 -
1. Ecrire une fonction Python SommeCarrés (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un

tableau numpy A et qui renvoieleréel Y alg‘ i
1<i j<n

1+ import numpy as np
2> def SommeCarres (A)

3 (n,p) = np.shape(4)

4 S =0

5 for i in range(n)

6 for j in range(p)

7 S =S + A[i,jl=*x*2
8 return S

2. Ecrire une fonction Python SommeLignes (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un
tableau numpy A et qui renvoie une liste contenant la somme des termes de chaque ligne de A.

def SommeLignes (A)

1

2 (n,p) = np.shape (A)

3 L = np.zeros (n)

4 for i in range(n)

5 L[i] = np.sum(A[i,:])
6 return L

3. On définit la trace d’'une matrice A de .#,(R) comme la somme des ses éléments diagonaux. On note

n
alors tr(A) latracede A: tr(A) = Z ai ;.
i=1

Fcrire une fonction Python Trace (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un tableau
numpy A et qui renvoie sa trace.

1+ def Trace(A)

2 (n,p) = np.shape (A)
3 S =0

4 for i in range(n)

5 S =85 + A[i,i]
6 return L

4. Onsuppose que A est diagonalisable et on note 1,,..., 1, les valeurs propres de A. On définit alors I'éner-

n
gie de A, notée £(A), comme la somme des valeurs abolues des valeurs propres de A: §(A) = Z [ Akl
k=1
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La fonction al.eigvals(A), appliquée a un tableau numpy représentant une matrice diagonalisable,
renvoie un tableau numpy contenant les valeurs propres A.

Ecrire une fonction PYTHON Energie (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un ta-
bleau numpy A et qui renvoie I'énergie de A.

1 import numpy.linalg as al
2 def Energie(A)

3 D = al.eigvals (A)

a return np.sum(abs (D))

- EXERCICE 4 -
1. Ecrire une fonction Python minimax (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un ta-
bleau numpy A et qui renvoie le minimum de la liste contenant les maximums de chaque ligne de A.

1 def minimax (A)

(n,p) = np.shape(A)

Max = np.zeros(n)

for i in range(n)

5 Max[i] = np.max(A[i,:])
return np.min (Max)

oW N

2. Ecrire une fonction Python maximin (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un ta-
bleau numpy A et qui renvoie le maximum de la liste contenant les minimums de chaque colonne de
A.

1+ def maximin (A)

2 (n,p) = np.shape(A)

3 Min = np.zeros(p)

4 for j in range (p)

5 Min[j] = np.min(A[:,j])
6 return np.max (Min)

3. Ecrire une fonction Python Test (A) qui prend en paramétre une matrice A représentée par un tableau
numpy A et qui renvoie 1 si son minimax est égal a son maximin et 0 sinon.

1+ def Test (A)

2 if minimax(A) == maximin (A)
3 return 1
4 return 0
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