ECG2 Informatique - Simulation de lois a densité - Un corrigé

1 Simulation des variables aléatoires a densité

- EXERCICE 1 -

Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre 2.
2

Soit 1 > 0.0On pose: X = (%) et on admet que X est une variable aléatoire a densité.

Soit (X,) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.

On pose pour tout 7 € N* : M, = min(Xj,...,X,) et J, = nZM,, — % et on admet que M, et J, sont des
variables aléatoires a densité.

1. (a) Ecrire une fonction Python d’entéte "def VarX(n,lamb) :" afin quelle renvoie un tableau numpy
contenant n réalisations de la variable aléatoire X (Lamb représente le parameétre 1).

1 def VarX(n,lamb)

2 X = np.zeros (n)

3 for i in range(n)

4 Y = rd.exponential (1/2)
5 X[il = (Y/lamb)*x*2

6 return X

(b) Onprend A = 1. Ecrire une fonction Python d’entéte "def VarJ(n) :" quirenvoieune listede 1000
valeurs simulant la variable aléatoire /,,. On utilisera les fonctions précédentes.
La fonction "VarX" permet de créer une liste de n variables (Xj, ..., X;). La fonction "np.min" permet
d’obtenir le minimum donc de simuler M,,. On a donc :

def VarJ(n)
Mn = np.min(VarX(n,1))
Jn = n**2*Mn-1/n
return( Jn )

NI R

2. Onprend A = 1. On donne ci-dessous les histogrammes des variables aléatoires J199, J1000 €t X créés a partir
de 1000 valeurs réparties entre les classes [k, k+ 1[) ;¢ [0:9]-
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(a) Quelle programme permet d’obtenir le premier histogramme?

2 J = VarJ(100)

plt.hist (J,np.arange (10))

plt.show ()
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(b) Que peut-on conjecturer?
Pour de grandes valeurs de n (n = 100 puis n = 1000), les histogrammes de J,, se rapproche de I'histo-
gramme de X donc que la loi de J,, se rapproche de la loi de X.
On dit que J, converge en loi vers X.

- EXERCICE 2 (LOI DE PARETO) -
Soient a et b deux réels strictement positifs. On considére une variable aléatoire X admettant pour fonction

0 six<b

de répartition la fonction: Fyx:x— b\* .
1-|— six>b

On admet que X est une variable a densité.XOn dit que X suit la loi de Pareto de parametres a et b.
1. Soit U une variable aléatoire suivant la loi ]uniforme sur |0, 1[.
Montrer que la variable aléatoire Y = bU™ « suit la loi de Pareto de parametres a et b.
On a U(S?) =10, 1]. Comme a > 0, la fonction x — x"lﬁ est décroissante sur ]0, 1], a valeurs dans [1, +oo]
donc U «(Q) =1, +oo[etcomme b>0,ona: Y(Q)=[b, +ool.
e Six<b,alors: Fy(x) =P(Y < x)=0car Y(Q) = [b, +oc0l.
e Six>b,ona:

Fy(0)=P(Y <x) = P(bU 7 < x)

—PUt<Y) carb>0

S =

—a
) car x — x_ % est décroissante sur |0, +oo[
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1
donc Y = bU « suit la loi de Pareto de parametres a et

2. Endéduire une fonction d’en-téte "def Pareto(a,b) :"quiprendenargumentsdeuxréelsaetb stric-
tement positifs et qui renvoie une simulation de la variable aléatoire X.

On sait simuler U donc aussi Y = bU"lu
1 def Pareto(a,b)

2 U = rd.rand ()

3 Y = bxUx*x(-1/a)

4 return( Y )

3. On considére une suite de variables aléatoires (Y;);cn+, indépendantes et suivant toutes la méme loi de

Pareto de parameétres a et 1 et on pose pour tout entier 7 non nul: Z, = min(Yy,..., Yy).
Ecrire une fonction d’en-téte "def SimuZ(a,n) :" qui simule la variable Z,,, les valeurs de a et n étant
données en parametre.

1 def SimuZ(a,n)

2 Z = np.zeros(n)

3 for i in range(n)

a Z[i]l = Pareto(a,1)

5 return (np.min(Z))

4. On considére le programme suivant. Pour différentes valeurs de a et n choisies par l'utilisateur on ob-

tient le méme type d’histogramme que celui représenté ci-dessous.
Que peut-on conjecturer ?
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1 a = float(input("Donner la valeur de a : "))
2 n = int(input ("Donner la valeur de n : "))

3 V1 = [Simu_Z(a,n) for i in range (10000)]

4 V2 = [Pareto(a*n,1) for i in range(10000)]

s plt.hist(Vl, 100, density=True)
6 plt.hist(V2, 100, density=True)
7 plt.show()

Histogramme du vecteur V1
Histagramme du vecteur v2

Le premier graphique représente 'histogramme de la variable Z, = min(Y3,..., Y,) avec chaque Y; suivant
la loi de Pareto de parameétres a et 1.

Le second graphique représente I'histogramme d’une variable suivant la loi de Pareto de parametres a x n
etl: P(axn,l).

La similarité entre les deux graphiques permet de conjecturer que Z,, suit une loi de Pareto de parameétres
axnetl: (axn,l).

2 Méthode d’inversion
- EXERCICE 3 (LOI EXPONENTIELLE) -
Soit 1 > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A.

1. (a) Rappeler la fonction de répartition Fx de X.

1-e ™ sit>0
Comme X — &(A),ona: Fx(1) = . .
0 sinon.

(b) Montrer que la fonction Fx définit une bijection de R} sur ]0;1[ et déterminer I'expression de sa
fonction réciproque notée F;(l.
Sur, R}, ona: Fg((t) =2e * >0 car A >0 donc Fyx est continue et strictement croissante sur R} donc
elle définit une bijection de ]0; +oo[ sur | liénFX; lig.}FX[:]O; 1[.

On a alors pour tout y €]0;1[ :

Fx()=y < 1—67’”=y

—eM=1-y

— -At=In(1-y)

1
—t= —Zln(l—y)

1
Ainsi, pour tout y €]0;1[: Fy'(y) = —Zln(l -.

2. (a) Soient U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0, 1[et Y = —% In(1-0).
Montrer que Y suit la méme loi que X.
Soit Y = —lln(l —U).Comme U(Q) =]0,1,ona0<1-U<1ldoncY = —)llln(l —U) > 0. Ainsi, Y est
bien défini et Y (Q) = R,.
e Pourtout teR_, Fy(f) =0car Y (Q) =R,.

-3/6- D

e Pourtout reR,,ona:

Fy()=P(Y <= P(—%ln(l -U)< t)
=P(In(1-U)>-At) car -A<0
=P (1 -U> e"’“] car exp croissante
=p(U<i-e™)

- FU(l—e‘“)

Or, U — % (10,1[) donc Fy(x) = x si x €]0, 1[ par définition.

Mais pour tout £ € R, on a (avec A > 0) :

120 = -A1r<0 = 0<eM<1 = 1-e*€]0, 1[ ce qui donne:
Fy (1) = Fy [1 - e‘“) —1-eM,

—e M st >0

donc Y — &A1)

1
Ainsi, Fy (1) = { .
0 sinon.

(b) Simuler une réalisation d’'une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parametre 2 a
Paide de la commande "rd.rand()". D’apres la question précédente, si U suit la loi uniforme sur
1
[0;1], alors Y = ——In(1 — U) suit une loi exponentielle de parameétre A.
Comme rand() simule la loi uniforme sur [0; 1], on obtient :

+ lamb = 2
2 U = rd.rand ()
3 Y = -1/lamb * np.log(1-U)

(c) Quelle valeur approchée est affichée par le programme suivant?

n = 1000
2 Y = np.zeros(n)
for i in range(n)
4 Y[i] = - 2 * np.log( 1 - rd.rand() )
5 print(np.mean(Y))

Ce programme crée un vecteur contenant 1000 réalisations de Y qui suit une loi exponentielle de

1
parametre A = 1/2 (car 2 = — dans la formule) puis il affiche sa moyenne.
1
On obtient donc une valeur approchée de I'espérance de Y, soit environ 1= 2.

- EXERCICE 4 (LOI DE GUMBEL) -
On considére une variable aléatoire X suivant la loi de Gumbel, dont une densité est :

VxeR, f(x)= e Ye ¢

1. (a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
On a pour tout réel £ :

t e t _x
Fx(t) = f e *e™® dx= lim e Ye ™ dx
-0 A—-oc0J A
et _ A _
= lim [e"e ] = lim (e"e ‘_e® ) =e®' par composition de limite
A——00 A A--o0

Ainsi, Fx(f) =e™® '
(b) Montrer que la fonction Fy est bijective et déterminer 'expression de sa fonction réciproque notée

Fyel.

e
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f(x) >0 sur R donc Fx est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de
]—o0, +oo[ sur 10, 1[ (car fonction de répartition). On a alors pour tout y €10, 1[et f€R:

~t
e - y
— —e'=In(y)

—el= —In(y)

Fx(h)=y < e

< —t=In(-In(y))
— r=-In(-In(y)

Ainsi, Fx'(£) = - In(=In(2)).
2. (a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur |0, 1[ et Y = —In(-In(U)).
Montrer que Y suit la méme loi que X.
On peut montrer ce résultat par le calcul comme dans |'exercice précédent.
Voici une méthode théorique qui permet de répondre a la question de maniere plus générale.
Onremarque que Y = —In(-In(U)) = F;(I (U) avec U laloi uniforme sur [0; 1]. Montrons alors que Y et
X suivent la méme loi.
En effet,ona Y(Q) = F;(1 (U)(Q) =R d’apres la question précédente et pour tout réel ¢, ona:

Fy()=P(Y <1)
=P(F' <D
=P(U < Fx(t)) car Fx est une bijection strictement croissante
=Fx(t) car Fx(t) €]0, 1[ fonction de répartition

Ainsi, Y et X ont méme fonction de répartition donc suivent la méme loi.

(b) Ecrire une fonction d’entéte "def LoiGumbel() :" quirenvoie une réalisation d’une variable aléa-
toire X suivant la loi de Gumbel.
Comme Y et X suivent la méme loi donc pour simuler X il suffit de simuler Y = —In (- In(U)).

1 def LoiGumbel ()

2 U = rd.rand ()

3 G = -np.log(-np.log(U))
! return( G )

-

ATaide de la fonction "LoiGumbel", écrire un programme qui renvoie une approximation de I'es-
pérance de la variable aléatoire X.
On va simuler un grand nombre de réalisation de X al’aide de la fonction LoiGumbel() puis on va cal-

(c

culer la moyenne pour obtenir une estimation de l’espérance (d’apres la loi faible des grands nombres).

1 n = 1000 // nombre de réalisations

2 S =0

3 for i in range(n)

4 G = LoiGumbel() \\ on simule X

5 S =8 + G \\ on additionne tout

s print (S/n) \\ on affiche la moyenne

- EXERCICE 5 (GENERALISATION : METHODE D’INVERSION) -

Soit X une variable aléatoire a densité dont la fonction de répartition F définit une bijection de ] a; b[ sur
10;1[.

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 0; 1[.

Montrer que la variable Z = F~ (U) suit la méme loi que X.

Tout d’abord, on a Z(Q) = F~1(U)(Q) =]a; b car F~! définit une bijection de ]0; 1[ sur ] a; b[.
Sit<a,ona:Fz(t)=0car Z(Q) =]a; bl.

Sit<<b,ona:Fz(t)=1car Z(Q) =]a; bl.
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Pour toutréel t €la; b[,on a:

Fz()=P(Z<1)
=PF W<
=P(U<F(1)) carF estune bijection strictement croissante
=F(t) carF(1)€]o, 1[

Ainsi, Z = F71(U) et X ont méme fonction de répartition donc suivent la méme loi.
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