Analyse - Chapitre 6
Systémes différentiels

I- Systeme différentiel linéaire a coefficients constants
I.1 - Définition

Définition 1

Soient n € N™ et (a;,j)1<i,j<n la donnée de n? réels.
On appelle systéme différentiel linéaire a coefficients constants tout systeme de la forme

X1(0) = a11x1(0) + a12%2(8) + -+ + a1, n X0 (1)

X5(8) = ap1%1(8) + ap X2 (1) + -+ + g, X0 (F)
(&) VteR, .

x;,(t) = ap1X1(8) + ap2x2(t) +--- + ap pXn ()

ol les inconnues sont des fonctions x,..., x;, dérivables sur R.

x1(1) xi(t) a;) ap o A
X2(1) , x5(1) a1 Gz
, X'(1) et A= |, .

Q
¥

1 N » 2z .
Ennotant X(t) = .|, le systeme s’écrit

X, (1) xiz(t) an1 Qp2 " Qnn

(&) VteR X'(H=A-X(1)

Remarque 1
On pourra omettre la variable ¢ lorsqu’il n’y a pas de confusion possible et noter: (&) X' = A- X.
On pourra parfois écrire X(¢) sous forme de vecteur ligne X(#) = (x1(1) x2(8) ... xu().
Exercice 1

Résoudre le systeme différentiel X "=DX lorsque D € ./3(R) est diagonale, de diagonale (a, b, ¢).

Théoreme 1: Probleme de Cauchy

Soient A€ 4, (R), th e R et Xy € ;1 (R).

X'=A-X

X(t0) = Xo

c’est-a-dire qu’il existe un unique vecteur fonction X (#) vérifiant la condition initiale X (#) = Xj.

1l existe une unique solution au probléeme de Cauchy (£?) {

1.2 - Résolution dans le cas ou1 la matrice A est diaglg‘nalisable

Théoreme 2: Solutions du systeme différentiel X' = A-X avet A diagonalisable

Soit A € 4, (R) une matrice diagonalisable. On note :

* (U, Uy,...,Uy) une base de .#,,1 (R) formée de vecteurs propres de A.

® (A1, A2,...,Ap) les valeurs propres de A associées aux vecteurs propres (Uy, Uz, ..., Uy).
Alors, les solutions du systeme différentiel (§) X' = A- X sont

P = {z»» kMU + ko2 Up + -+ ke Uy, (ky, k..., k) € [Rz”}

Remarque 2

e Les valeurs propres (11, A5,...,4,) ne sont pas forcément distinctes.

* Pourtout i € [1; n]], le vecteur eM'y, ; estsolution de (£) (en prenant les autres constantes k; nulles).

I
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Méthode 1: Solutions du systéme différentiel X' = A-X lorsque A diagonalisable

Lorsque A est diagonalisable, 'obtention de ses valeurs propres et des vecteurs propres associés
donne I'ensemble des solutions du systeme différentiel (&) X' = A- X avec la formule du théoréme 2.

Exercice 2

1(0) =2x1 (1) +5x2 (¢ 0)=2
1. Résoudre le probleme de Cauchy (&) x,l( ) =200 +5%:(0) vérifiant x1(0)
X (8) = x1(8) = 2x2(1) x2(0)=-1
x' () =3x(8) + y(t) + z(¢) 1 1 1
2. On considere (&) { /(1) = x(t) +3y(t) +z(t) etonpose U = (—1), V= ( 0 ) etW= (1)
Z'(1) = x(0) + y(£) +3z(1) 0 1 1
Vérifier que les vecteurs U, V et W sont des vecteurs propres de la matrice A associée au systéme
différentiel (&>) puis déterminer I'ensemble des solutions de (&>).

I.3 - Résolution dans le cas o1 la matrice A n’est pas diagonalisable

Sila matrice A n'est pas diagonalisable, la résolution sera guidée comme sur I'exemple suivant.
Exercice 3
X' =3x-y

/

, ou x et y sont des fonctions inconnues dé-
y=x+ty

On considere le systéme différentiel (&) {

rivables sur R. On pose X = (;) et Ae 4 (R) telle que : X' = AX.

1. Déterminer la matrice A. Montrer que Sp(A) = {2} puis en déduire que A n’est pas diagonalisable.
1) . . 21

_1) (inversible) et T = (0 2

(a) Justifier que Y’ = P71 X’ puis montrer que: X' = AX < Y'=TY.

2. Onpose P = (2

9 ).OnadmetqueA:PTP"1 et on pose y=prP!x.

(b) Onnote Y = (Z;]

Résoudre I'équation différentielle v’ = 2v puis en déduire les solutions de (&) Y'=TY.
Pour l'équation en u, on cherchera une solution particuliére sous la forme u, () = kre?t.

(c) Déterminer les solutions de (&).

.4 - Equation différentielle homogéne d’ordre 2 et systeme différentiel
Théoreme 3

On considére I'équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants suivante :

&) y"+ay' +by=0

On considére le systeme différentiel (%) X "= AX avec X = ( JJ//,) et A= (_Ob —1a)'

Onaalors :

y estsolution de (&) <= X est solution de (*)

Exercice 4
On se place dans le cadre du théoréme 3

1. Montrer que A est une valeur propre de A si et seulement si A est une solution de ’équation carac-
téristique de (&).

2. On suppose maintenant que (&) y” +5y' —6y =0.

1 1
(a) Expliciter A puis montrer que U = (_ 6) etV = (1) sont des vecteurs propres de A.

(b) Retrouver alors I’ensemble des solutions de (&).
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II- Trajectoires et points d’équilibre
II.1 - Définition

Définition2: Trajectoire
On appelle trajectoire du systeme différentiel (€) X’ = AX tout ensemble de la forme
x1(8)

X2(1)

{x1(8), %2(0), ..., xn (D)) €R”, re R} ol X(¥) = est une solution de (&)

xn.(t)

A chaque condition initiale correspond une trajectoire.

Remarque 3

* Lorsque n = 2, la trajectoire associée a la solution X () = (x; (), x2(#)) est représentée par la courbe
du plan constituée de I’ensemble des points : {(xl (1), x2(1) € R% te R}.

¢ Lunicité de la solution a un probléme de Cauchy implique que si deux trajectoires se coupent en

un point (méme condition initiale), alors elle sont confondues.
Ainsi, deux trajectoires soit sont disjointes, soit confondues.

Définition 3: Point d'équilibre
On appelle point d’équilibre (ou état d’équilibre) du systéme différentiel (§) X' = AX toute solution
X1

X2
X(t)=| . | constituée de fonctions constantes (les fonctions x; ne dépendent pas de ).

Xn
On note souvent un point d’équilibre sous forme de vecteur ligne : (x1, x2,..., X,)

Remarque 4
Lorsque n = 2, la trajectoire associée a un point d’équilibre est réduite a un point du plan puisque les
fonctions x; (f) et x,(#) sont constantes.

Proposition 1: Obtention des points d'équilibres

On considére le systeme différentiel (&) X "= AX.

¢ Le point (0,0,...,0) est toujours un point d’équilibre.

 Lensemble des points d’équilibres du systeme différentiel X' = AX est donné par Ker(A).

¢ En particulier, si A estinversible, le systéme admet pour unique point d’équilibre le point (0,0, ...,0).

I1.2- Convergence d’une trajectoire

Définition 4: Trajectoire convergente, trajectoire divergente

¢ On dit qu'une trajectoire {(xl(t), X2(8),..., x, (D)) ER", e R} est convergente si:
Vie[1;n], tlirp x;(t) existe et est finie.
—+00

Dans ce cas, en notant tlim x;(t) = ¢;, on dit que la trajectoire {(x1 (), x2(2),..., X, (t)) €R", t € R}
—+00
converge vers le point (¢1,5,...,0,) € R".
¢ Dans le cas contraire, on dit que la trajectoire est divergente.

Remarque 5
* Siune trajectoire est convergente, sa limite est un point d’équilibre.
e Pour montrer qu'une trajectoire {(xl(t), X2(0),..., xn (1) ER", L€ R} diverge, il suffit de montrer
qu’'une des fonctions x; vérifie ll—i>I-;-noo Xx;i(t) = +o0.
L M
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Exercice 5
x1(8) = 2x1 (1) + 5x2(8)
x5(8) = x1(8) — 2x2(1)

. Donner I'ensemble des trajectoires de (&7).

On considere le systeme différentiel (&) { étudié al'exercice 2.

. Déterminer les points d’équilibre de (&1).
. Lasolution du probleme de Chauchy obtenue a I'exercice 2 est-elle convergente?
Exhiber une trajectoire convergente.

. Identifier chacune de ces deux trajectoires sur la figure suivante.

Trajectoire

[X1(0).X2(0)]=[2, -1]
— [x1(0),x2(0)]=[1, -1]

-1.04 o

X1

Théoreme 4: Convergence dans le cas A diagonalisable

Soit A € ./, (R) une matrice diagonalisable. On consideére le systeme différentiel (&) X' "= AX.

« Si toutes les valeurs propres de A sont négatives ou nulles, alors toutes les trajectoires de (&)
convergent vers un point d’équilibre et on dit que ce point d’équilibre est stable.

* Si A posséde au moins une valeur propre strictement positive, alors il existe des trajectoires diver-
gentes.

Exercice 6
X' () = -3x(0) + y(1)
On considere le systeme différentiel (&) < y'(z) = z(z)

2D =2z(0
Les trajectoires de (&) sont-elles convergentes?
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