Exercice 1
On considére un n-échantillon (X, - -+, Xj,) i.i.d (indépendants et de méme loi) d'une loi de Bernoulli

Probabilités - Chapitre 7
de parametre p.

EStimation par lntervalle de conﬁance On note X, la moyenne empirique associée a I'échantillon.

1. Rappeler sans démonstration les valeurs de E (X_n) etde V(X_,,).
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2. Montrer al’aide de I'inégalité de BT que: Ve>0, P (‘X_,,— p‘ < e) >1-

3. En déduire que pour tout a €]0;1[: P (p €

I- Intervalle de confiance 4. En majorant la fonction p— p(1p) sur 0, 1], mont pintervatie - L 1 L
. En ma]‘oran afonction p— p(1-p sur. , 1], montrer que I'intervalle | X,, Vi Xt
L1 - Définition est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 1 — a.
5. En déduire un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 0,95.

Définition 1 6. On souhaite réaliser un classement des plus grandes légendes du football de tous les temps. Deux

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité de parameétre inconnu 6 et soit (X3, -+, Xp) génies du ballon rond sont pressentis pour la premiére place : 'immense Z.Z et le modeste mais

un n-échantillon de X (indépendantes et de méme loi que X). non moins grand S.A.

On consideére U, et V,, deux estimateurs de 6. On réalise un sondage aupres de 500 membres de la communauté sportive mondiale. 280 af-

Pour tout a €]0; 1], on dit que [Uj,, V;,] est un intervalle de confiance de 6 au niveau de confiance 1 -« firment vouloir placer S.A en premieére position, soit 56% des sondés.

(ou aurisque a) ssi: Peut-on affirmer avec un risque d’erreur de 5% que S.A sera bien sur la premiére place du podium?

PUp<O< Vi) 21-a —

I.2 - Utilisation de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Méthode 1

¢ On suppose que T, est un estimateur sans biais de 8. Ainsi, ona: E(T,) =6.
Linégalité de Bienamyé-Tchebychev donne :
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Ve>0, P(T,-01>¢€) <

<~ P(|T,-0|<e)>1-

<~ P(-e<T,—-0<e)>1-

<~ P(T,—-e<0<Ty+€)>1-

<~ P(T,-e<0<T,+e)>1—

V(Ty)
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¢ On cherche ensuite une valeur € de e telle que = a de telle sorte que :

P(T,-¢<0<Ty+6)>1-a soit PO€e[T,—Tp+é)>1-a
¢ Si € ne dépend pas de 6, l'intervalle [T, —€; T, +¢€] estdonc un intervalle de confiance de 6 au

niveau de confiance 1 — a.
En effet, les variables U,, = T, — € et V;, = T, + € sont deux estimateurs de 6 qui vérifient
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Exercice 2
On reprend les notations de I'exercice 1.

II- Intervalle de confiance asymptotique

n —
IL.1- Définition 1. Montrer que /m (Xn - p) converge en loi vers une loi normale centrée réduite puis en dé-
Définition 2 duire que : nliIP P (—t < + (X_n— p] < t) =20(1) 1.
oo \/ _
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité de parameétre inconnu 6 et soit (X, -+, Xj,) p=p)
un n-échantillon de X (indépendantes et de méme loi que X). 2. Soit ¢ €]0, 1/2[. Justifier qu’il existe un réel t, tel que : ®(ty) =1-— puls déduire de la question

On dit que [Up, V] est un intervalle de confiance asymptotique de 0 au niveau de confiance 1 — a

! . / 1- [p(1—
(ou aurisque @) ssi : i PUU <0< VD 51— précédente que : 11m rlx,- P( p) <p<X+1, pd-p) P)
niIPoo n =< ~ n = a

3. Endéduire que l'intervalle | X,,

est un intervalle de confiance asymptotique de
\ﬁ \ﬁ

p au niveau de confiance 1 — a.

4. Pour a = 0,05, on donne t, = fy,05 = 1,96. En déduire un intervalle de confiance asymptotique de

I1.2 - Utilisation du théoréme limite central : étude d’un exemple p au niveau de confiance 0,95.
5. Onreprend notre sondage de I'exercice précédent.

Méthode 2 Peut-on cette fois affirmer avec un risque d’erreur de 5% que S.A sera bien sur la premiere place
ium?

* On consideére un n-échantillon i.i.d (X;,---, X,;) d’'une loi d’espérance m inconnue de variance o du podium?

connue. On cherche un intervalle de confiance de m au niveau de confiance 1 — a
X1+--+X — —
1

On considere I'estimateur X,, = " et on rappelle que: E(X,)=m et V(X,) = —

N 2 N . . ~ * . . 2 2 . .
D’apreés le théoréme limite central, X,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite, soit :

J— n (—
Xn*ZW/?(Xn_m) — N avec N—.#(0,1)

o1

et en particulier pour tout £ >0:

N (—
lim P(—rg,/—z(xn—m)gr):P(—ngg 1) =20(t) -1
n—-+oo o

On cherche alors une valeur de ¢, notée t, telle que :

20(t)—1=1-a soit ®(ty)= 1—%

a
Par exemple, pour ¢ =0,05,0ona:1- 5 =0,975, et la table de la loi normale donne ¢, = 1,96.

On peut donc écrire pour cette valeur de #, :

n (—
lim P(—ta<\/—Z(Xn—m]gta):l—a>1—a
n—+oo g

o? — o

lim P|X,—ta\| —<m<Xp+ta\| — |=1-a>1-a
n—+oo n n

soit

T — o a? ) )
Ainsi, l'intervalle | X, —#,1/ —; X, +t,\/— | estun intervalle de confiance asymptotique de m
n n

au niveau de confiance 1 —a
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