Analyse - Chapitre 1

Comparaison de fonctions, développements limités

Onnote R:=RU {—o0} U {+0o0}. Ainsi, a € R signifie que a € R ou a = —co ou a = +oo.
On appelle voisinage de a un intervalle (ouvert) contenant a.

I- Comparaison de fonctions

I.1 - Fonctions négligeables

Définition 1

Soient a € Ret f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
On suppose que g ne s'annule pas au voisinage de a (g peut s’annuler en a).

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note f(x) = o(g(x)) (ou f = o(g)) ssi

limw:

m® 0 (ou de maniéere équivalente f(x) = g(x)e(x) avec )1{1_13 e(x) = 0.]

Exercice 1
Que peut-on dire de la fonction f au voisinage de 0 si f(x) = o(1)?si f(x) = 1/2+0(1)?

Proposition1: Croissances comparées

¢ Au voisinage de +oo, on a, avec a, f € R} :
ox% = o(xﬁ) avec 0<a<fi o« x% = o(e") ee ¥ =0 1 e In(x) = o(x%)
+00

+00

¢ Au voisinage de 0, on a, avec a, € R} :

1
oxf = @ 0 ol = (_)
X 0+o(x) avec 0<a<p n(x)mo pr

Exercice 2

a) Classer les fonctions suivantes par ordre de négligeabilité, au voisinage de +oo.

1

) 2, 1
In(x)’

1
. X. . . —X. . .
In(@); e Vx; e x5 X

1
b) Montrer que: e V¥ = 0(—).

Proposition 2: Regles de calcul

On considere des fonctions f, g et h définies au voisinage de a € R. Alors :

e Transitivité: Si f =0 (g) et g =0 (h) alors: f =0 (h).

e Linéarité: Si f = o(h) et gi o(h) alors: V(a,p)€ R?, ocf+ﬁg§ o(h).
* Ona: g-o(h) =0 (gh). On peut "rentrer" une fonction dans un petit-o.

e Ona: VBeR*, o(Bg) =0 (g). On peut donc ignorer les constantes dans un petit-o.
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Exercice 3
On consideére les fonctions suivantes au voisinage de 0: f(x) = x*+0(x?) et g(x)=—-x*+x3+0(x?).

f(x),de g(x)—fo(g) etde f(x)+g(x).

Ecrire le plus simplement possible les expressions de : e

I.2 - Fonctions équivalentes

Définition 2

Soient a € Ret f et g deux fonctions définies au voisinage de a.

On suppose que g ne s'annule pas au voisinage de a (g peut s’annuler en a).

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on note f(x) - g(x) ( ou f - g) ssi

lim&—

=1.
x—a g(x)

Attention
Une fonction non nulle au voisinage de a n’est jamais équivalente a 0 au voisinage de a.
On ne peut donc jamais écrire f ~ 0.

a

Si cela arrive, c’est dti a une erreur de manipulation des équivalents.

Proposition 3

Tout polyndme est équivalent a son mondme de plus haut degré en +oo.
Tout polynéme est équivalent a son mondme de plus bas degré en 0.

Proposition 4

¢ Une caractérisation par les petit-o :
f~g=[f=g+og).
¢ Laréciproque indique qu’'on peut négliger les termes négligeables dans une somme. Ainsi :

f+0(f);f.

Exercice 4
2
. P . X
Déterminer un équivalent simple de x—In(x) en+ocoeten0" etde 5 2 +0(> eno.

Proposition 5: Opérations sur les équivalents
On considére des fonctions f, g et h définies au voisinage de a € R. Alors :
e Symétrie: f ~g=8 f. Attention : Cerésultat est faux pour les o.
e Transitivité: Si f ~8 et g ~ h, alors: f ~ h.
¢ On peut multiplier, diviser, élever a la puissance des équivalents.

* Multiplication: Si f ~g et h " k, alors: fh " gk.

* Quotient: Sif;g et h;k, alors : %;%

* Puissance : Sif;g et keN, alors: fk ~ gk.

Exercice 5
X2+ x
x*+4x?

b) Déterminer un équivalent de : g(x) = In(x) (2x + ¢*)* en +oo.

a) Déterminer un équivalentde: f(x)= en +oco puis en o*.
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Attention

On ne peut ni sommer, ni composer les équivalents en général.

* Ona: x+2 ~ x+1 et —x ~ —x. Ensommant, on obtient: 2 ~ 1, ce qui est faux!
+0o +oo +00

X+1

+00

* Ona: x+1 o En composant par exp, on obtient : e**! o e* ce qui est faux car —=e/—L
(e) o0

Théoréme 1: Equivalents et limites

Soient a € Ret f et g deux fonctions définies au voisinage de a.
* Soit £ est un réel non nul. Alors :

f(x);émiiir}lf(x) =Y.

* Deux fonctions équivalentes en a ont méme limite en a (lorsqu’elle existe) :

Si f(x) " g(x) alors )lcilr:lf(x) = }Ctrlqag(x).

Attention
La réciproque du second point est fausse!

Un équivalent est plus précis qu'une limite : il précise la vitesse de convergence vers cette limite.
Parexemple: lim e*=+oco et lim x° = +o0 mais e £ x%.
X—+00 X—+00 o]

Ces deux fonctions tendent toutes deux vers +oo mais pas a la méme vitesse.

Exercice 6
a) lim e*—x*—In(x)=? . x*-In() s . In(a+x® .
X—+00 b) xlirpm —m =2 c) xlirpm —ln(x) =

Deux fonctions peuvent avoir méme limite (infinie ou nulle) sans pour autant étre équivalentes.

Proposition 6

Soit a € R et f une fonction dérivable en a telle que f "(a) #0. Alors :

f®-fl@-~ fllax-a)

La proposition précédente permet d’ obtenir les équivalents classiques suivants :

Proposition 7: Equivalents classiques
Au voisinage de 0 :

e -1 s X e In(1+x) X o (1+x)%-1 ~@x pour a constante non nulle
Remarque 1
- o . . et-1 . In(1+x)
On retrouve ainsi des limites classiques comme : hII(l) =1 ou hn}) —=1
x—0 X x— X

Remarque 2

e Comme In(1+ x) 3 X auvoisinage de zéro, on en déduit que In(x) T x—1 auvoisinage de 1.
1 X

e Larelation (1+x)*-1 sax donne avec a = 3 I'équivalent: V1+x-1 57

r
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Exercice 7
1-e*
. e —— s§ix>0 .
La fonction f définie sur R, par: f(x) =1 In(1+x) est-elle continue sur R, ?
0 six=0
Exercice 8
1 In(?)
Montrerque: ti -1 ~ —.
+00 t

II- Comparaison de suites

Contrairement aux fonctions, on ne peut comparer deux suites que pour n tendant vers +oco.

Définition 3: Suite négligeable devant une autre suite

Soient u = (uy) p>0 €t v = (V) >0 deux suites réelles.

On suppose que la suite v ne s’annule pas a partir d'un certain rang.

On dit que u est négligeable devant v (en +o0), et on note u, =o(v,) ou u=o(v) ssi
u

lim 2 =0.
n—-+oo Un

Définition 4: Suites équivalentes

Soient u = (Uy) ;>0 €t V = (Vy) >0 deux suites réelles.

On suppose que la suite v ne s’annule pas a partir d'un certain rang.

On dit que u est équivalente a v (en +o00), etonnote u, ~v, ou uU~v ssi

u
lim —Z2=1.

Proposition 8

¢ Une caractérisation par les petit-o :
Uy~ Up < Uy =Uu+0(Vy).
* Laréciproque indique qu’'on peut négliger les termes négligeables dans une somme. Ainsi :

Up+0(Up) ~ Up.

Théoréme 2: Equivalents et limites
Siles suites u = (uy) ;>0 et v = (V) ;>0 sont équivalentes, alors elles sont de méme nature, c’est-a-dire :
* Siuy ~ vy etsi(vy) >0 converge vers /¢, alors (u,) ,> converge également vers .

* Siu, ~ vy etsi(vy) >0 diverge vers +oo, alors (u,) ;> diverge également vers +oo.

Remarque 3

Les regles de calculs sur les équivalents vu sur les fonctions s’appliquent aux suites.
On ne peut ni sommer ni composer les équivalents en général.
Deux suites ayant méme limite ne sont pas forcément équivalentes.

Proposition9: Utilisation des équivalents

e Si lim u,=0, alors : e“"—1~u,.
n—+oo

e Si lim wu, =0, alors : In(1+ uy,) ~ uy.
n—-+oo

e Si lilP u, =0, alors : (1+u,)*-1~au, poura constantenon nulle.
n—+oo
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III - Développements limités
ITI1.1 - Définition

Définition 5

On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au voisinage de x, € R s’il existe (ay, a;) €
R? tel que au voisinage de X :

fx) =ap+a; (x—xp) +0(x—xp).

En particulier, On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 1 au voisinage de 0 s'il
existe (ag, a1) € R? tel que au voisinage de 0 :

f=ap+arx+o(x).

III.3 - Développements limités des fonctions usuelles

Théoreme5: DL usuels au voisinage de 0
On a, au voisinage de 0 :
2

e ' =1+x+=+0(x?)

0 2

x? )
o +xX)=x—-—+
In(1+x) = x 5 o(x?)

ala—1)

o (1+x)¢ ? l+ax+ *+o (xz) avec «a constante réelle non nulle.

Définition 6
On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au voisinage de x s'il existe (ay, a;, a») €
R® tel que au voisinage de Xo :

) = ap+ a1 (x—xo) + @z (x — x0)% + 0 ((x = x0)?) .

En particulier, On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre 2 au voisinage de 0 s'il
existe (ag, a1, az) € R tel que au voisinage de 0 :

fx :ao+a1x+a2x2+o(x2].

Attention
Les égalités définissant les DL ne sont valables que localement (au voisinage de x;).

Théoréme 3

Si f admet un développement limité au voisinage de xj alors ce développement limité est unique.

II1.2 - Formule de Taylor-Young

Soit f est une fonction de classe € ! sur un intervalle I et x, € I. Alors, on a au voisinage de x :
F) = fxo) + f'(x0) (x = Xo) + 0 (x — x0).

Soit f est une fonction de classe 62 sur un intervalle I et x, € I. Alors, on a au voisinage de xg :

F) = flao) + f(x0) (x — x0) + @(X— x0) +0((x - x0)%).

Ces deux égalités sont les formules de Taylor-Young a I'ordre 1 et 2.

Remarque 5

On peut en déduire par exemple les DL suivants au voisinage de 0 :
2 1
e p X —1_ X 2 .
et El-xt +o(x%) T x

X 2 . \/1+x—1+f—x—2+o(x2)
. ln(l—x):—x—?+o(x) =1+3-3

=1-x+x*+0(x?)

Remarque 6

Les opérations d’addition et de composition qui sont interdites pour les équivalents sont possibles
avec les développements limités. Lorsqu’un calcul d’équivalent ou de limite n’aboutit pas, il faut pen-
ser a utiliser des développements limités.

Exercice 10

a) Déterminer I'équivalent au voisinage de 0 de la fonction f(x) =In(1 + x) — x.
X

b) Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = .
1 six=0
Montrer que f est dérivable sur R* puis montrer que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).

six#0

I11.4 - Application : Position d'une courbe par rapport a une tangente

Théoreme 4: Formule de Taylor-Young au voisinage de 0

Si f est une fonction de classe € (resp. 62) au voisinage de 0, alors f admet un développement limité
d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) au voisinage de 0 donnés par :

@) =f0)+f0)x+0) et f(x)=f(0)+f’(0)x+%x2+o(x2).

Remarque 4

On retrouve I'équation de la tangente a la courbe en 0 sur les deux premiers termes de ces formules.
Exercice 9
En utilisant la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 en 0, déterminer un réel a non nul tel que :

1
Vi+x=1+ §x+ ax®+ xze(x) avec lin})e(x) =0.
X—

Proposition 10

Soit f une fonction définie en 0 et admettant un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 :
fx)=a+bx+cx*+o(x%).

Alors :

o a=f(0).

* festdérivableen 0 et b= f'(0).

* Léquation de la tangente a 6 au point d’abscisse O est: y = a+ bx.
e Sic£0,0onaalors: f(x)-(a+bx)=cx*+o(x?) = cx’.

Ainsi, la position de la courbe par rapport 2 la tangente est donnée par le signe cx? donc par le signe
de c.
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Exercice 11

Soit f la fonction définie sur [—1;+oo[ par: f(x) =xV1+x+1.
a) Calculer le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.

b) En déduire I'équation de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par rapport a la tan-
gente.

r
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