ECG2 Probabilités 3 - Couples et suites de vard

- EXERCICE 1 -
Une urne contient 3 boules numérotées de 1 a 3. On tire deux boules dans cette urne sans remise.
On note X le numéro de la premiére boule et Y le numéro de la deuxiéme boule.

1. Déterminer laloi conjointe du couple (X, Y).
Clairement, X(Q) = Y/(Q) = [1; 3].
Pour tout i € [[1; 3]], I'évenement ((X = i) N (Y = i)) estimpossible puisque le tirage se fait sans remise.

P(X=0)n(Y=i)=0

D’autre part, on a pour (i, j) € ([1; 3]])2 etj#i:

P(X=0n({Y =) =PX=0DPx=pY =j)=

W
N~
| =

1
avec Pix—jp(Y =j) = 5 car la boule i n’est pas remise dans I'urne donc il reste deux boules.

X

Y 1 2 3
1 1
1 0 = =
6 6
1 1
2 = 0 =
6 6

1 1
3 - = 0

6 6

2. Déterminer les lois marginales du couple (X, Y).
Laloi de X (premiere loi marginale) est la loi uniforme sur [[1; 3]] car le premier tirage se fait au hasard dans
une urne contenant 3 boules.
On obtient la loi marginale de Y par application de la FPT en utilisant le SCE (X =1),(X =2),X =3)):

P(Y:1)=P((Y=l)ﬂ(X:1))+P((Y=l)ﬂ(X:2))+P((Y=l)ﬂ(X:3)):0+%+é:%

1
Deméme:P(Y=2)=P(Y =3) = 3

Ainsi, X et Y suivent la loi uniforme sur [1; 3].
Remarque : On retrouve ces résultats en additionnant les probabilités des colonnes (pour la loi de X) et les
lignes (pour laloi de Y), ce qui donne :

k 1 2 3 k 1 2 3

1 1 1 et 1 1 1

P(X=k) - — - P(Y =k) hl - -
3 3 3 3 3 3

- EXERCICE 2 -
On lance une piece donnant pile avec probabilité p €]0; 1] et face avec probabilité g =1 — p.
On suppose que les lancers sont indépendants et on note X le rang d’apparition du premier pileet Y lerang
d’apparition du deuxiéme pile.
1. Déterminer laloi de X.
X correspond au temps d’attente du premier succes (obtenir pile) lors d'une succession d’épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes. Donc X suit la loi géométrique de parametre p : X — 4 (p).
2. Préciser X(Q) et Y (Q) puis déterminer la loi du couple (X, Y).
On a clairement X (Q) =N* et Y (Q) = [2; +o0].
Soit i e N et j € [[2; +00].
e Sii> j,I'événement ((X = i) n (Y = j)) est impossible puisqu’on ne peut pas obtenir le deuxieme pile
avant le premier donc P((X =i)n (Y =j)) =0. I:I
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* Par contre, sii < j, on a, en notant Py (resp. Fi) 'événement "obtenir Pile (resp. Face) au k-iéme tirage :

P(X=)N(Y =) =P(F...Fi_1PiFis1 ... Fj_1 P})
=P(F)...P(F;_))P(P})P(Fi;1)...P(Fj_1)P(Pj)) parindépendance des lancers

=p?q/~? car on a fait j lancers dont 2 piles (donc (j-2) faces)

. . . 0 sii>j
Ainsi,ona: P(X=i)n({¥ =j)=1 , 2t
P q sii<j
3. Déterminer les lois marginales du couple (X, Y).
* X suit la loi géométrique de parametre p.

¢ Pour laloi de Y on utilise la FPT avec un SCE associé a X.
Soit j > 2. On a, d’apres la FPT avec le SCE ([X = i])jens :

+00
P(Y=))=) P(X=Dn(Y = ))
i=1

j-1 i +00
=Y p*q'2+) 0 carlaloiducoupleestnullesii> j
i=1 i=j

=(j-DpPq’™?
Ainsi, pour tout j >2,0ona: P(Y = j) = (j— Dp?q/ 2.

- EXERCICE 3 -

Soit 2 un entier avec 2 > 2. On considére n urnes Uy, ..., U,. Pour tout i de [1; ], 'urne U; contient i boules
blanches et  — i boules noires.

On choisit une urne au hasard et on y effectue des tirages avec remise jusqu’a obtenir une boule blanche.
On note Z le numéro de I'urne choisie et X,, le nombre de tirages effectués.

1. Rappelerlaloide Z.
Le tirage se faisant au hasard entre les n urnes, Z suit une loi uniforme sur [1; n] : Z — % ([1; n]).

2. Soit i € [1; n]. Préciser X,,(Q2) puis déterminer la loi conditionnelle de X, sachant [Z = i].
X,,(©Q) =N* car on peut obtenir la boule blanche dés le premier tirage comme ne jamais I’obtenir (si on tire
par exemple dans une urne contenant des blanches et des noires).
Soit i € [[1; n]. Sachant I'événement [Z = i] réalisé, cela signifie que I'on effectue les tirages dans I'urne i
qui contient i boules blanches et n — i boules noires.
Ainsi, sachant [Z = i] réalisé, X,, porrespond alors au temps d’attente du premier succes (obtenir une

i
blanche) de probabilité de succes . lors d’expériences de Bernoulli indépendantes.
i
Ainsi, la loi conditionnelle de X, sachant [Z = i] est la loi géométrique de parametre —, ce qui donne :
n

k=1 s
n—i 1

Vk}l, P[Z:i](Xn:k):(_) —
n n

n o ; _ k-1
3. En déduire que laloi de X, estdonnée par: YkeN", P(X, =k) = Z Lz (%) .
i=1
D’apres la formule des probabilités totales avec le SCE ([Z = i]) ie[1;n]> ON obtient :

u nn—i\*lil
PXp=k)=) Pz-yXp=kP(Z=0)=) (—) o
i=1 i=1 n nn

noj (n-i)kt
itVkeN*, P(X,=k) =Y —|—| .
soi (Xn=k) l;nz( p )

- EXERCICE 4 -
On lance une piéce donnant pile avec probabilité p €]0; 1[ et on suppose que les lancers sont indépendants.
On note X le rang d’apparition du premier pile. Si le premier pile est arrivé au n-ieme lancer, on note alors
Y le nombre de faces obtenus lors de 7 lancers supplémentaires.
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1. Déterminer laloi de X. - EXERCICE 7 -
X correspond au temps d’attente du premier succés (obtenir pile) lors d’'une succession d’épreuves de On considére B et G deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi de Bernoulli
Bernoulli identiques et indépendantes. Donc X suit la loi géométrique de parametre p. %(p) et une loi géométrique ¥ 1 . Déterminer la loi de la variable aléatoire S = B + G.
2. Préciser Y (Q)). Soit n > 1. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = n]. OnaB(Q) =10,1) et GEQ) = N* doznc S(Q) = BG(Q) = N
¢ On a Y(Q) =N. En effet, si [X = n], alors, les valeurs prises par Y sont [[0; n]] Mais comme n peut étre Pourk=1,ona:
arbitrairement grand, Y peut prendre toutes les valeurs entieres.

e Soit n > 1. Sachant [X = n], cela signifie que le premier pile est arrivé au n-ieéme lancer. La variable Y P(S=1)=PB+G=1)
compte alors le nombre de succes (obtenir Face de probabilité 1 — p) obtenus lors de n épreuves de Ber- =P(B=0NnB+G=1)+P(B=1nB+G=1) carB(Q) =1{0,1}
noulli identiques et indépendantes. Ainsi, la loi conditionnelle de Y sachant [X = n] est la loi binomiale 0 Car B1>B+G>2
de parametres netg=1-p. —P(B=0nG=1)
L. " " p™* si0< k< n d’apresla question précédente =P(B=0)P(G=1) parindépendance
Ainsi, Pix—, (Y = k) = k 1 1-p
0 sik>n car on ne peut obtenir plus de piles que de lancers =(1- p)a =
q k-1 +oo0 n
3. Montrer que pour tout ke N*, P(Y =k) = (—) Z (k)(pq)", Pourtoutk>2,0na:
p n=k
On a, d’apres la FPT avec le SCE ([X = n]),en+ ¢ pour tout k € N*, PS=k)=PB+G=k)
+oo =P(B=0NnG=kluB=1nG=k-1)) cark>2donck-1>1
P(Y=k)=) P(X=n)Px=p (Y =k =P(B=0)P(G=k)+P(B=1P(G=k-1) parindépendance
n=l k 1k
= = : =0-p5| +r|;
=Y PX=nPx=pn(Y=k+Y PX=n)Px-n[¥=k) car Px_p(Y =k =0si n<k P13 2
— N— — —
e 0 n=k _l-p,  p _l-p+2p _ltp
+00 T ook k-1 " 2k T ok
=) P(X= n)P[x=Y =k
n=k L. 1-p 1+p
oo Ainsi, P(S=1) = etP(S=k) = 7 pour k> 2.
_ n-1 n\ k n-k 2
=29 px k qp
n=k
kel +o - EXERCICE 8 -
_ ( q ) n g Soient X et Y deux variables indépendantes suivant toutes deux la loi géométrique ¥ (p).
p ak\k En utilisant un SCE associé a X, montrer que :
n-1
> = = —-—n— — 0 : — — _ 2 n—2'
- EXERCICE 5 - Yn>2,PX+Y=n) kX::lP((Y n—k)n(X=k)) puisque: P(X+Y=n)=(n-1)p°q
Les variables aléatoires X et Y de I'exercice 1 sont-elles indépendantes ? On a X(Q) =N*. D’apreés la FPT avec le SCE (X = k) xen+, On a pour tout 2> 2 :
On avudans I'exercice 1 que: P((X =1)n (Y =1)) =0 (événement impossible).
1 +0oo
Or,on avu égalementque P(X=1)=P(Y =1)= § donc P(X=1)P(Y =1)= 5 P(X+Y=n)= Z P(X+Y=nnX=k)
Ainsi, P(X =1)n(Y =1)) # P(X = 1) x P(Y = 1) donc les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. k::oo
= Y P(¥=n-knX=k)
- EXERCICE 6 - k=1
n—-keY(Q)

Soit n € N* et (X1,..., X,,) des variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi de

Poisson de paramétre A > 0. On note Z,, = zn: X;. OrY(@=N"doncn-keY(@Q=n-k>1=k<n-1
io1 Ainsi, P((Y =n-k)n (X =k)) =0 pour tout k > n—1, ce qui donne :

Calculer P(Z,, = 0).

. ps . n-1
Commencons par remarquer que comme les variables (X3, ..., X;) sont positives ou nulles, on a: PX+Y=n)= z PY =n-kn(X=k)

n k=1
(Z,=0) = ) X;=0 = X1=Xp=-=X,=0 n-1
i=1 = P(Y=n-k)xP(X=k) parindépendance
k=1
On aalors: el
_ n—k-1 k-1
P(Zy=0)=P((X; =0) N (X2 =0) NN (X, = 0)) B =R
=P(X;=0)P(X,=0)...P(X,,=0) parindépendance de (Xj,..., X},) n—1
n . . N . — qu’kZ — (}’l— l)qun—Z
=(P(X;=0) car les variables suivent la méme loi Pt p
— n =
:(/loe ﬂ) o hn
0!
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- EXERCICE 9 - 2. Déterminer E(XY) alaide du théoréme de transfert.

Soient X et Y deux variables indépendantes suivant toutes deux la loi géométrique ¥ (p). D’apres le théoréme de transfert, on a:
Calculer P(X =Y). .
On a X(Q) =N". D’apres la FPT avec le SCE (X = k) en+, On a pour tout n > 2: EXY)=Y Y xyP(X=xIn[Y =y]) car X(Q) = Y(Q)=1{0,1}
+00 x=0y=0
PX=Y)=) P(X=Y)n(X=k) =0.0.P([X=0IN[Y=0)+0.1.P([X=0]In[Y =1)+1.0.P([X=1]N[Y =0+ 1L.1L.P([X =1]n[Y =1])
]J:i =P(X=1]n[Y =1)])
= Z P(Y=kn(X=k)) =P([X=1DP(Y=1]) parindépendance
k=1 2
+00 =p
=) P(Y=KPX=k indépend:
k;l ( )P( ) par indépendance Ainsi, E(XY) = p2_
+00
=Y ¢ 'pg*tp - EXERCICE 13 -
k=1 Soient X), X, et X3, indépendantes, suivant des lois de Bernoulli de parameétre p.
) i" ( g)k—l 9 io( g)i o, 1, 1 _ P Montrer que les variables aléatoires Y; = X; X, et Y, = X, X3 ne sont pas indépendantes.
=p = q =p = a)=pr 1-g2 p 1-9)1+q) 1l+gqg Comme X; et X, sont indépendantes, ona: E(X;X,) = E(X])E(X,) = p? donc E(Y;) = p2.

Comme X; et X3 sontindépendantes, ona: E(X2X3)=E(X2)E(X3) = p2 donc E(Y>) = pz.

- EXERCICE 10 - D’autre part,ona: Y;Y> = X1X22X3 donc

Soient k € N* et X1, X»,..., X) des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de son de parameétre E(1Ys) = E(X, X22 X3)
A > 0. Montrer par récurrence que X; + -+ + Xz — P (kA).

Pour k € N*, notons 2 (k) : Xy + - + X — P(kA). = E(Xl)E(XZZ)E(Xg) par indépendance (lemme des coalitions)

3
* Initialisation : évident. =pxpxp=p
. H(%réd.ité. Soit’k eN™. Supposonsliéll + -+ X — 2(kA). Soient X1 — P (A), ..., Xg41 — P(A) des variables car E(X2) = V(Xy) + E(X2)? = pqg + p* = p(g + p) = p.
aléatoires indépendantes. On a Ainsi,ona:
* X+ + X — P(kA) par HR EWYy) = pd # p' = E(V)DE(Ya)
* Xpr1 = 2A) donc les variables aléatoires Y7 = Xj X» et Y> = X5 X3 ne sont pas indépendantes.
* Xj+---+ X et Xi41 sont indépendantes d’apres le lemme des coalitions. []
On en déduit par stabilité des lois de Poisson que Xj +: - - + X + Xg11 — P(kA+A) soit Xy +- -+ Xj + Xjy1 — - EXERC_ICE 14 - X . , i
P ((k+1)]) donc P (k + 1) vrai. Déterminer la covariance des variables X et Y de I'exercice 1.
Comme X et Y admettent des moments d’ordre 2, on a:
- EXERCICE 11 - cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).

Soient X, ..., X,, des variables aléatoires suivant toute la loi de Poisson de parametre 1 > 0.
On a vu dans I'exercice 1 que X et Y suivent la loi uniforme sur [[1; 3].

n
Soit M = 1 Z X;. Déterminer 'espérance de M. . 3+1
nio On en déduit que:E(X):E(Y):T:Z.
On a par linéarité de I'espérance: D’apres le théoréme de transfert, on a avec les résultats de 'éxercice 1 :
120 1 n 12 12 3 3
EM)=E(-) X;|=-E Xi):—ZE(Xi):—ZA:/l EXY)=) Y xyP(X=x]n[Y =y))
nis no\ia nis nizs x=1y=1
1 1 1 1 1 1
- EXERCICE 12 - :1X0+2XE+3X8+2X8+4X0+6X5+3X8+6X6+9X0
Soient X et Y deux variables de Bernoulli de parametre p, indépendantes. 11
1. Déterminer laloi de XY puis en déduire E(XY). 3
Notons Z = XY.Ona X(Q) = Y(Q) ={0;1} donc Z(Q) = XY (Q) = {0;1}. Ainsi Z = XY est une variable de 11 ) 1
Bernoulli. Il reste a déterminer son parametre, a savoir P(Z =1). Or,ona: Onadonc: cov(X,Y)= 3 2% = 3
P(Z=1)=P(XY=1)=P(X=1nY=1) - EXERCICE 15 -
=P(X=1P(Y=1) parindépendance Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant un moment d’ordre 2 et A € R.
= p2 Montrerque: V(X +A1Y) =V (X)+2Acov(X,Y) + AZV(Y).

On utilise la formule V(Z) = cov(Z,Z) avec Z=X +AY.On aalors:

Ainsi, XY — %(p’). Ainsi, E(XY) = p°. V(X +AY) = cov(X + AY, X + 1Y)

=cov(X, X) + Acov(X, Y) + Acov(Y, X) + A%cov(Y,Y) linéarité a gauche et a droite de la covariance
D =V(X)+2A-cov(X, V) + A2V (Y)
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- EXERCICE 16 -
Soient Xj, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Poisson de parameétre 1 > 0.

1 n

Soit M = — Z X;. Déterminer la variance
nis

Ona:

donc V(M) = &
n

- EXERCICE 17 -
On a obtenu dans l'exercice 15 I'égalité suivante: V (X +AY) =V (X) +2Acov(X,Y) + A2V (Y).
En étudiant le discriminant du polynéme en A obtenu, montrer que: |[px,y|<1.
Notons P(A) le polynéme de degré 2 en A obtenu. Ainsi: P(A) = al’+bA+caveca=V(Y), b=2cov(X,Y) et
c=V(X).
D’autre part, une variance étant toujours positive, on a pour tout A :
PA)=V(X+AY)>0
Ainsi, le polynome P de degré 2 en A est de signe constant (positif), on en déduit que son discriminant est
négatif, soit :
A= (2cov(X,Y)?—4V(X)V(Y) <0
soit
cov(X, V)2 < V(X)V(Y)

puis V(X) et V(Y) étant non nulles :

cov(X, Y)?

VX)V(Y)
ce qui donne enfin en passant a la racine (croissante sur R;) :

Veov(X,Y)? <Vi
VVOVVY)

soit
cov(X,Y)

I P
lPx.v] ’wﬁwm

- EXERCICE 18 -
Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X et Y de I'exercice 1 et interpréter son signe.

1
On a vu dans I'exercice 14 que cov(X, Y) = ~3 <0.

D’autre part, on a vu dans I'exercice 1 que X et Y suivent la loi uniforme sur [1; 3]

s 32-1 2
On en déduitque: V(X) =V (Y) = T 3
On en déduit que :
cov(X,Y) -1/3 -1
pX,Y = = pp—

—_ = <0
VVXOVV(Y)  2/3 2
On interpréte ce signe négatif par le fait que si X a tendance a augmenter (la premiére boule tirée porte un
numéro plus grand), alors Y a tendance a diminuer (la deuxieme boule tirée portera un numéro plus petit
puisqu’il n’y a pas de remise).
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