ECG2 Fonctions de deux variables - Exercices du cours

- EXERCICE 1 - 2

. 2x—-3x%y3
1. Montrer que la fonction f : (x,y) —

XXy
x2+y?+1
La fonction f est continue sur R? par quotient de fonctions continues sur R? (car polynomiales) dont le
dénominateur ne s'annule pas (car x*> + y*> +1>1>0).

est continue sur R,

2. Montrer que la fonction g: (x,y) — yln(x2 + y) est continue sur R x R}.
* (x,) — y est continue sur R car polynomiale.

* (x,y)— X+ y est continue sur R x R} (car polynomiale) a valeur dans R .
Comme ¢ +— In(#) ets continue sur R}, ona: (x, y) — In(x® + ) est continue sur R x R} pomposition.

Finalement, g est continue sur R x R} par produit.

- EXERCICE 2 - s
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = ye™ 7.
1. Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 1 et les calculer.

2
* La fonction d’'une variable x — ye™* 7Y est dérivable sur R par composition donc f admet une dérivée
partielle d’ordre 1 par rapport a x.

2
¢ Lafonction d'une variable y — ye™* ~7 est dérivable sur R par composition et produit donc f admet une
dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a y.

Ainsi, f admet des dérivées partielles d’ordre 1 et on a pour tout (x, y) € R?:
ANy =—2xye "V et B(Nxy)=e NV —ye ¥V =(1-y)e Y

2. Déterminer le gradient de la fonction f au point (1,2).

_ -x?-y
Le gradient de f en (x, y) € R* est donné par: V(f)(x,y) = ( (12xy)e xzy). ce qui donne au point (1,2) :
e
_4¢73
V(1,2 = ( e )

3. Déterminer tous les points (x, y) vérifiant V(f)(x, y) = 0.
Soit (x,y) € R%. Ona:

V(x,y) = (g) —

1-y)=0 care ™7 #0

Ainsi, V() (x, ) = (8) = 5y =01
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- EXERCICE 3 -
Montrer que la fonction f de Pexercice 2 est de classe € sur R,
* (x,y)— yestde classe €' sur R? car polynomiale.
e (x,y)— —x% - y est de classe ¢ sur R? (car polynomiale).
Comme 7 — e’ est de classe €' surR, ona: (x, y)— e’xz’y est de classe €' sur R? par composition.
Finalement, f est de classe €' sur R? par produit.

- EXERCICE 4 -
Montrer que la fonction f de Pexercice 2 est de classe €2 sur R? puis calculer ses dérivées partielles d’ordre
2.

* (x,y) — y est de classe €% sur R? car polynomiale.
* (x,y)— -x*- y estde classe %2 sur R? (car polynomiale).

Comme ¢ — e est de classe €% sur R, ona: (x,y) — e est de classe €2 sur R? par composition.
Finalement, f est de classe 6> sur R? par produit et on a pour tout (x, y) € R?:

0il(f)(x,y) = —2ye"’“2_y - 2xy(—2x)e’x2_y = 2y(2x2 - l)e_xz_y
« BN =—e T —(1-pe V= (y-2e
© 3%,((x,1) =01 (02() (x,) = (1 - p)(~2x)e Y = —2x(1 - y)e ™~
e Comme f est de classe €2 surR?, ona d’apres le théoreme de Schwarz :

X2
031 (N(x, 1) =0%,(Nx,y)=—-2x(1-y)e ¥ ¥

- EXERCICE 5 -
Déterminer la matrice hessienne de la fonction f de I'exercice 2 au point (1,2).
La matrice hessienne de la fonction f au point (x, y) est donnée par :

() ) = (G D&Y ai,zmtx,y))_(Zy(2x2—1>e’“2y —2x(1-y)e Y

51Ny 05,NEY] | —2x1-pe ™ (-2 Y
ce qui donne au point (1,2) :

-3 -3
2 _ 4e 2e _ -3 4 2
v (f)(l,z)—(zle,3 A )—e (2 O)
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- EXERCICE 6 -

1. Représenter graphiquement les domaines ouverts suivants :

U1 =10, 1[x]0, 1[,

e U; =10, 1[x]0, 1[:

1\srsss.
15000
150000
15000
150000
155000
e U=]0, 1[xR:
10000,
105000
150000
15000
155000
155000
105050
155000
15550,
150000
100550,
155000
155000
11722227
155000
105000
155000
105000
155000
A
555555
72000
100000
15000
155000
155000
155000
155000
105000
15000
155500
155000
150000
150000
15000

U3z =R x]0, +ool :

A
1277777777 777777777777777
R
IIIIIIIII I 777 777777777 777777
R
A oy
R
A
R
R ey
A
R Iy
A ey
A
IIIIIIIII I 777 777777777 777777
A
R oy
A
R

2. Représenter graphiquement les domaines suivants

O={xyer|x>0etx<y}, F={(x,yeRlx+y<1}

¢ 0={(x,y)eR*lx>0et x<y}:

- EXERCICE 7 -
Soit f(x,y) =3xy— x> -y
Déterminer, si ils existent, les extremums locaux de f et préciser leurs natures.

Uz=10, 1[xR, Us=Rx]0, +oo[ La fonction f est de classe €2 sur R? comme fonction polynomiale et on a pour tout (x, y) € R? :

O1f(x,y)=3y-3x* et 8.f(x,y) =3x-3y°
« Tout d’abord, précisons que R? est un ensemble ouvert ce qui permet 1'étude suivante.

* Déterminons les points critiques de f : (x, y) est un point critique de f ssi Vf(x,y) = (0) On aalors:

0
0 01f(x, 1) =0 3y-3x2=0
Vf(x’y):(o) o Joiflxy y ,
X 02f(x,)=0 3x-3y“=0
_ .2
— = xz
x—y =0
_ .2
— V" x4
x—-x"=0
_ .2
— y =X 3
x(1-x7)=0
=0 =
— {7 ou y=1 . o
X x=0 x=1 car la fonction cube est bijective
Ainsi, f admet deux points critique : A= (0,0) et B=(1,1).
» Pour vérifier si ces points critiques sont des extremums, nous devons d’abord déterminer la matrice Hes-
sienne de f.
On a en utilisant le théoréme de Schwarz pour les dérivées croisées (f est de classe €?) :
O11f(x,y)==6x et 0z22f(x,y)=-3y et 012f(x,y)=021f(x,y)=3
Ainsi, la matrice Hessienne de f en tout point (x, y) est donnée par :
2 _ —6x 3
\% f(x,y)—( 3 —6y
* En A=1(0,0):
Ona: Hy=V2f0,0=(> 3
X na: Hy= f(')_SO‘

A est valeur propre de Hy ssi Hy— Al = (_/1 3 ) est non inversible ssi A>~9=0ssiA=3oul=-3.

3 -1

Donc Sp(Hy) = {-3,3}. Hy admet deux valeurs propres de signe opposée donc f n’admet pas d’extremum
localen A: f admet un point col en A.

EnB=(1,1):

Ona: HB:VZf(l,l):(

.F:{(x,y)€R3|x+y<1}; -6 3)

3 -6/
Y —6-1
A est valeur propre de Hp ssi Hg — Al = ( 3 —6—/1) est non inversible ssi (=6 — )2 —9 = 0 ssi
(-6-1-3)(-6-1+3)=0ssil=-90oul=-3.
Donc Sp(Hp) = {-9,-3}. Hg admet deux valeurs propres strictement négatives donc f admet un maxi-
1 mum local en B.
X % X
1
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- EXERCICE 8 - (x+ )2
Soit f la fonction définie, pour tout couple (x, y) de 'ouvert |0, +oo[ x ]0, +oo, par: f(x,y) = ————.

2
+

1. Soit f la fonction définie, pour tout couple (x, y) de 'ouvert ]0, +oo[ x ]0, +ool, par: f(x,y) = M
La fonction f est de classe %2 sur 0, +oo[ x ]0, +oo[ comme quotient de fonctions polynomiales de classe
%? dont le dénominateur ne s’annule pas (x>0ety>0).

2. Montrer que pour tout (x, y) de ]0, +oo[ x ]0, +oo[: f(x,y) > 4.
Ona:

2
(x+y) >4
X

fx,y)>24 =
<:>(x+y)2>4xy carxy>0
— (x+y)2—4xy>0
= x>+ y*+2xy—4xy >0
<:>x2+y2—2xy20

<~ (x—y)220

Cette derniére relation étant toujours vérifiée, on a bien le résultat voulu.

3. Montrer que f admet un minimum global sur ]0, +oo[ x ]0, +oo[ en tout point de la forme (a, a) avec
a>0.
1l s’agit de montrer que pour tout V(x, y) € ]0, +oo[ x 10, +oo[, f(a,a) < f(x,).
2a)?
Or,ona: f(a,a)= ( 2) =4, ce qui donne avec la question précédente: f(x,y) >4 = f(a, a).
Ainsi, f admet un minimum global en tout point de la forme (a, a) avec a > 0.
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