ECG2 ﬂCorrigé exo cours - Estimation ponctuelle

- EXERCICE 1 - L‘J(

On reprend 'exemple et on note (X, ..., X;;) un n-échantillon de X.

On considere T = X; et X_n la moyenne empirique de (X, ..., X;).

1. Vérifier que T et X,, sont deux estimateurs de p.
La variable T = X est bien une fonction des variables (Xj, ..., X;) et ne dépendant pas de p. C’est donc un
estimateur de p.
La variable X,, est bien une fonction des variables (X1, ..., X,) et ne dépendant pas de p. C’est donc un
estimateur de p.

2. On interroge 100 personnes. La premiére répond "non" et sur le total, 27 répondent "oui".
Donner les estimations correspondants aux estimateurs T et X100
La valeur prise par T = X) est 0 par hypothése donc 'estimation associée au sondage de 1'exemple est
t=x1=0.
La valeur prise par X, est 0,27 par hypothese donc I'estimation associée au sondage de I'exemple est X, =
0,27.

- EXERCICE 2 -
On reprend 'exercicel et on note (X, ..., X;;) un n-échantillon de X.

1. Calculer le biais et le risque quadratique de estimateur T}, = X; puis de I'estimateur X,,.

* On a, puisque X; — %B(p) :
E(Ty)=EX1))=p

donc 'estimateur T, est sans biais (car E(T,) — p =0).
Comme 'estimateur T}, est sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance soit :

r(Tp) =V(Tn) = V(X1) = pq

¢ On a par linéarité de I'espérance :
— 1 n
EX)=-Y Exp="P=p
niz n

donc I'estimateur X, est sans biais.
Comme l'estimateur X,, est sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance soit par indépen-
dance des variables :

- - ¢ 1 ¢ npq _ pq
rX)=vX)=V[=-Y x;|==Yvxpy="L =2
(Xn) = V(Xn) (nzl ) nzzl X)=—"=="
2. Quel estimateur de p choisir? _
Les deux estimateurs sont sans biais mais X, a un risque quadratique plus faible (qui tend vers 0 lorsque n
tend vers +oo0. On a donc intérét a choisir X;,, comme estimateur de p.
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- EXERCICE 3 -
On considére une variable aléatoire X d’espérance m et de variance o’ et (X, , X;) un n-échantillon de
X.
— X1+t X, . os
Montrer que X, = ——— est un estimateur sans biais et convergent de m.

Xu-m|>e)=0.

On peut tout simplement remarquer qu’il s’agit de la loi faible des grands nombres ou refaire la démonstration
avec I'IBT.

X, admet une espérance et une variance comme somme finie de variables aléatoires en admettantetona:

1l s’agit de montrer que lim P(
n—+oo

s EXp)=E

1Z 1Z 1

— Z Xk) =— Z E(Xy) = —nm = m par linéarité de I'espérance et car les X; ont méme espé-

n n
k=1 k=1

rance m.

— 1 & 1 & 1 o?
e V(X = V(— Z Xk) == Z V(Xy) = —Znaz = — parindépendance et car les X; ont méme variance 2.
niz n? iz n n

On a d’apres I'inégalité de BT :
2

o
>e)<—

Ve >0, ogp( .
ne

Xn—m‘
2

. o , N PN .
Or, lim — donc d’apres le théoreme des gendarmes,ona: Ve>0, lim P(
n—+oo ne n—+oo

X_n—m 25):0.

- EXERCICE 4 -
Soit T,, un estimateur de § admettant un moment d’ordre 2.

E((T,=0)%) _19(Ty)

1. Montrer, en utilisant 'inégalité de Markov, que: Ve >0, P([|T,-60| > ¢]) <

2 2
E(Y

Linégalité de Markov s’écrit pour Y admettant une espérance: Ve >0, P(|Y]|>¢) < 6(2 ) .

En remarquant que [|T, — 8| > €] = [| T, — 01> > €?] puis en choisissant Y = |T,, - 8|* dans I'inégalité de

Markov (Y admet une espérance car T, admet un moment d’ordre 2), on obtient :

E((T,-6)? T,
Ve>0, PUT,—01>0)=PUT, 07> ) < - . ))="’(2”)
€ €

2. Démontrer alors le théoréeme 2.
Onavu:
rﬂ(Tn)

0<P(T,-012¢) < )

Si nliIP r9(Ty) = 0, alors d’aprés le théoreme des gendarmes, on en déduit que nlil}i P(|T,—6l>¢€¢)=0ce
—+00 —+00
qui prouve T}, est un estimateur convergent de 6 (par définition).
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