ECG2 Comparaison de fonctions, DL - Exercices du cours

- EXERCICE 1 -

Que peut-on dire de la fonction f au voisinage de 0si f(x) = o(1)?si f(x) = 1/2+0(1)2
e Ona: f(x)—o(l)mllmMZOthf(x)

Ainsi, une fonctlon fest neghgeable devant 1 (plus generalement devant une constante) au voisinage de 0
si et seulement si f tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

Si f(x)§1/2+o(l) alors, f(x)—1/2§o(1) donc lirr(l)f(x)—l/Z:O soit lin(l)f(x):llz.
X— X—

- EXERCICE 2 -
a) Classer les fonctions suivantes par ordre de négligeabilité, au voisinage de +oo.
1

1
InW; e =5 ——; Vx e i
) x2" In(x) vx
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D’apres les croissances comparées du cours, on obtient, au voisinage de

1 1 1

et | = | = | — |In) | Vx| x| x* | €
x2 | x | Inx)

1

b) Montrer que: eV = o (—2)
+00 X
1l suffit de montrer que la limite du quotient vaut 0. On a en utilisant le changement de variable = y/x :
-Vx
e
im = lim x®e V"= lim r*e ‘=0 parCC
x—+oo 1/x2 X—+00 t—+00
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- EXERCICE 3 -
On considere les fonctions suivantes au voisinage de 0: f(x) = x*+ 0 (xz) et gx)=-x’+x>+0 (xs).

Ecrire le plus simplement possible les expressions de : %, de g(x)-2xf (g) etde f(x)+g(x).

e Ona: 2 2
m:JC_JrO(x]:fH)(f):fu)(x)
2x  2x 2x 2 2 2

car on peut ignorer la constante 1/2 dans le petit-o.

e Ona:

glx)—2xf (g) - +3+ 0[x3) —2x (—2 +0 (x—z))

3 3
x x
= —x2+x3+0(x3)———0(—)
2 2
3
=—x*+ 5 to (x*) onpeutignorer la constante dans le deuxiéme petit-o
N——
=0(x?)

3
b . P
Remarque : Comme > +o0 (x3) est négligeable devant x® en 0, on peut aussi écrire :

X
gx)-2xf (—) =-x*+0(x?)
270

mais c’est moins précis.
* Ona:

F@+gx) =x*+0(x*) = x*+x>+0(x*) = 0 (x*) + x* + 0(x*) = 0 (x?)

:o(x2)| |
-1/4-

- EXERCICE 4 - 2
. . PR . + X 3 3
Déterminer un équivalent simplede x—In(x) en+ocoeten0” etde 7% +0(x’) en0.

e Ona:
x—In(x) = x car In(x) z o (x) par C.C.
x—In(x) 0~ —In(x) car xO: o(In(x)) (car lirg In(x) = —o0).
+ + x—0+

2 2
X X
Comme x° + o(x%) =0 (xz), ona: —- - B +o(xd) = > +0(x%)

x
02’

- EXERCICE 5 - ViZtx

a) Déterminer un équivalentde: f(x)= —
) q ) x*+4x?

e x*+x ~ x*donc (xz+x)”2 ~ (xz)”z:x
+00 +00

en +copuisen 0.

o xt+ax® ~
+00

d tiont VxZ+x X 1
onc par quotient,ona: — —— ~ —=—.,
parq ’ xt+4x2 +oo x4 X3

o x2+xaxd0nc(x2+x)”2€x”2:\/}

. x4+4ng4x2

Vxi+x f 1
Xt +4x2 0 4x2  4x372

b) Déterminer un équivalentde: g(x)=In(x) [2x2 +e* )2 en +oo.
X

donc par quotient, on a:

- - . _12
Commee™ = o (2%%),0ona: 2x* +e = 2x* donc par puissance, ona: (2x*+e™%) = 4x%,
o0 o0 00

Ainsi, on a par produit: g(x) = In(x) (2x2 + (3”‘)2 = 4x*In(x).
00
Attention :
11 est faux continuer a simplifier en écrivant : "4x*In(x) I 4x* carln(x) = o(xh."
- o0 o0

En effet, on ne peut ignorer un terme négligeable que dans une somme mais pas dans un produit.
Ainsi, 4x* + In(x) = 4x* mais 4x*In(x) f ax*
00 (e9)

- EXERCICE 6 -
a) lim e—x®—Inx) =2
X—+00
e —x3—In(x) = o(e*) parCCdonc: e* —-x*—Inx) ~ €%
+00 +00
Ainsi, lim e*—x®—In(x)= lim e*= +oo.
X—+00 X—+00

x?—In(x)
im ——— —2
b "LHP‘” Ve+r B

e x*—In(x) I x% car In(x) = o(x%)

e "+ 13 ~ e*carx® = o(e*) donc par puissance V e* + x3 = (e* + X912 L (@912 = e¥/2
+00 +00 +00
2 2 2 2
. x°—1In(x) X . x*=In(x) X
Enfin, par quotient: —— ~ —- donc lim ————= lim —> =0 parCC.
VeX 4 x3 tooer x=t00 \/gX 4 x3  x—too el

In(1+x%)
im ———=
x—+oo  In(x)
Attention ici a ne pas composer les equivalents
1l est faux d’écrire : 1+ x° ~ x donc In(1 + x ) ~ ln(x ).

c)

Par contre, on peut écrire :

In(+x%) In(x*(1/x°+1)) In(*)+In(1/x*+1) 3In(x) +In(1/x° +1) _3+ln(1/x3+1)
In(x) In(x) B In(x) B In(x) B In(x)
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o 3 o In(1/x*+1) )
puis xhrp In (1/x + 1] = 0 par composition donc xllm ——— = =0 par quotient.
oo .

s +00 In(x)
Enfin, lim U+ _
x—+oo  In(x)

2
- EXERCICE 7 - 1-¢e"

La fonction f définie sur R, par: f(x) =< In(1+x)
0 six=0
* Lafonction f est continue sur R} comme quotient de fonctions continues sur R} de dénominateur non nul
(14 x> 1surR; donclIn(l +x) > 0).
e Continuité en 0. On étudie }Ciir(l) f(x).Ona:

six>0 .
est-elle continue sur R, ?

2 2
*x 1—e¥ =—(* —I)E—x2 car e¥—1 ~o U et x2—(>)0.

u— X—

* ln(1+x)ax

—e* —X
donc par quotient,ona: ——— ~ —— = —x.
In0+x) 0 x

2

X'

Ainsi, lim f(x) = lim -
xaof( ) x—0In(1 + x)
Finalement, la fonction f est continue sur R;.

= lirr(l)—x =0= f(0) donc f est continue en 0
—

- EXERCICE 8 -

1 In(?)
Montrerque: (t—1 ~ —.

+o00 t
Ona: In
1 In(t) n(zr
tr—1=e/™MO _1-¢"r -1 ~ —2 car e“-1 ~ u et In®)/t — 0
too f u—0 t—+00

- EXERCICE 9 -

En utilisant la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 en 0, déterminer un réel @ non nul tel que :

1
\/1+x:1+§x+ax2+x26(x) avec lin(l)e(x)zo.
x—

Notons g : x — v'1+ x. Comme g est de classe €2 au voisinage de 0, on a :

! 1 ! 1
(x) =——= donc 0)==
& 2vV1+x & 2
et en remarquant que g’ (x) = 1 = l(1 +x)7V2 pour faciliter les calculs :
2V1+x 2

1 1
"W =—-1+x"%% donc g"0)=->
4 4
donc d’apres la formule de Taylor-Young al'ordre2en 0, ona:

1
gm=g@+gmm+§§9f+ouﬂ
soit

1 1
\/1+x:1+§x—§x2+x26(x) avec lin})e(x)zO
X

1
donca=—-.
8
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- EXERCICE 10 -
a) Déterminer I'équivalent au voisinage de 0 de la fonction f(x) =In(1 + x) — x.
On ne peut pas additionner les équivalents donc on utilise les DL. On a au voisinage de 0 :

2
ln(1+x):x—7+o(x2)

donc ) ,
X X
Inl+x)—-x=—-—+ ) PO
n(l+x)—x 5 o(x)o 5
x _
. . PP six#0
b) Soit f lafonction définie sur Rpar: f(x)= .
1 six=0

Montrer que [ est dérivable sur R* puis montrer que f est dérivable en 0 et préciser f(0).

« Lafonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* de dénominateur non
nul.

¢ Calculons le tau d’accroissement en 0. On a:

f@-fO _ el ey

x-0 x x2

On ne peut pas utiliser les équivalents aux numérateurs a cause de la somme. On utilise les DL, ce qui
donne, au voisinage de 0 :

e"—l—xg1+x+x2/2+o(x2)—1—x

=x%/2+ o(xz)

~x%/2
0

Ainsi, on obtient par quotient d’équivalents :

e*—1-x x2/2_1

x2 0 x2 2
f@-F0) 1

1
Ainsi: lim ————— = — donc la fonction f est donc dérivable en 0 et f "0)=—.
=0 x-0 2 2

- EXERCICE 11 -
Soit f la fonction définie sur [-1;+oo[ par: f(x) =xV1+x+1.
a) Calculer le développement limité d’ordre 2 en 0 de f.
On a au voisinage de 0 :
\/1+x:(1+x)”2:1+§—%+o(x2)

donc
x* x8
fu)zxm+1:x+7—§+o(x3)+1
2

:1+x+%+0(x2) car xio(xz)

2
donc le développement limité d'ordre2en0de fest: f(x)=1+x+ % +o0 (xz).

b) En déduire I'équation de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par rapport a la tangente.
D’apres la question précédente, 'équation de la tangenteen O est: y=1+x.

X
De plus, comme f(x) —(1+x) = > +o0 (xz) > 0 au voisinage de 0, on en déduit que la courbe de f est au

dessus de sa tangente au voisinage de 0.
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