ECG2 Espaces vectoriels - Généralités - Exercices du cours
- EXERCICE 1 - 3 4 1 3 1 2
1. Ecrire la matrice M = (_7 3) comme combinaison linéaire de A = (_1 2) etB= ( 5 1).

On devine facilement une combinaison linéaire : (_37 ;l] =2 (_11 g) - (_51 ?) soit M =2A—- B donc M
est combinaison linéaire de A et B.

2. Ecrire le vecteur 7 = (4,2) comme combinaison linéaire de 7 = (2,-1) et w = (3, 1).
Ici, c’est moins évident donc on recherche a la main.
11 s’agit de chercher deux réels a et b tels que :
U=aV+bw < (4,2)=a(2,-1)+b(3,1)
<~ (4,2)=(a+3b,—a+Db)
2a+3b=4
—a+b=2
2a+3b=4
5b=8 Ly —2L,+ 1,

a=-2/5
—
b=8/5
Ainsi, = —-2/57 +8/5w donc U est bien combinaison linéaire de 7 et de w
3. Le polynéme P(X) = 3X? + X est-il une combinaison linéaire de QX)) = X?etR(X)=2X+1?
Attention : on peut deviner I'égalité P(X) = Q(X) + X - R(X) mais cette égalité ne constitue pas une combi-

naison linéaire car X n'est pas un réel!
Comme précédemment, on cherche deux réels a et b tels que :

P(X)=aQ(X)+bR(X) < 3X*>+X=aX?>+2bX+b

a=3
< {2b=1 par identification
b=0

Ce systeme n’a pas de solution donc P n’est pas une combinaison linéaire de Q et R.

- EXERCICE 2 -

Expliciter le sous-espace vectoriel engendré & par les matrices A = ((l) _22) etB= (_31 ?) .

1
2
Est-ce que M = (6 O)Gé"
Par définition, on a:
_ 2 . _ffa-b 2a+2b 2
Vect(A, B) = {aA+DbB, (a,b) eR*}  soit Vect(A,B)—{( ab  —oa+p| @DER
Onremarque que M = A+2Bdonc M€ é&.

- EXERCICE 3 -

Montrer que 'ensemble E = {(x

z 3 . Ao
;(x,7,2) €R est un espace vectoriel en I'écrivant sous forme
y x+2y Y

de sous-espace engendré.

Ona:
(= z . 3| _ 10 00 0 3
el i innnes =l Yol Yoy Yenoee)
1 0)(0 0)(0 1
=vear|[o Sh(1 )6 o
S—— N~
A B c
Ainsi, E = Vect (4, B, C) est le sev engendré par la famille (4, B, C) donc c’est un ﬂace vectoriel.
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- EXERCICE 4 -
1. Montrer que: Vect((4,0,-2); (1,2,-1); (-3;2; 1)) = Vect((2,0,-1); (1,2,-1)).
Ona, ennotant U = (4,0,-2), v =(1,2,- et w = (-3;2;1) :

Vect((4,0,-2); (1,2,-1); (-3;2;1)) = Vect(u, v, w)
=Vect(u, V) carw=7-1u
1_>
—Vect(i , V) opération autorisée
=Vect((2,0,-1); (1,2,-1))

2. Soit (ej, e, e3, e4) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E.
Montrer que : Vect(e; + e+ e3 + es; ez + e3; 2e, +2e3) = Vect(er + eq; ez + e3).

Ona:
Vect(e) + ex + e3 + eq; €; + e3; 2e +2e3) = Vect(u, v, w)
=Vect(u,v) carw=2v
=Vect(u—v,v) opération autorisée
=Vect(e; + es; 2+ e3)
- EXERCICE 5 -

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels en déterminant une famille génératrice.

1. E={(x,y,z)euqe3| {x+y+z:0 }

x+2y=0
Commencons par signaler que E est un sous-ensemble de R®.
Soit 7 = (x,,z) eR®. Ona:

x+2y=0

T eB e xX+y+z=0 — -2y+y+z=0 — z=y
x=-2y x=-2y

= Uu=(2yyy)=y(211

donc E = Vect ((-2,1,1)). Ainsi, E est le sev de R? engendré par la famille ((-2,1,1)). Remarquons que c’est
une droite vectorielle.

2. F={Me ), R) | AM = MA} avecA:((l) i)

a b

e Soit Me 4 (R): M = ( d

]Ona:

wer = [y ) 4

(¢ alo

(a c b+d) (a a+b)
— =
c c+d
atc=a
b+d=a+b {C:O (a b)
— <~ — M=

c=c d=a 0 a

d=c+d

o _(a b 1 0 1 B 10\ (01
A1n31,M€F<:>M_(0 a — M= ao 1)+b( 0) doncF—Vect((O 1),(0 0))

Ainsi, F est le sev de ./, (R) engendré par la famille ([0 (1)) , (g (1)))

3. G={PeR[X] |P-XP' =0}.
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e Soit PER, [X]: P(X)=aX*+bX+c.Ona: - EXERCICE 8 -

a) Montrer que la famille ((1,3,-3), (4,2,-3),(—2,7,—6)) est libre dans R3.

PeEG < P-XP' =0 < aX’+bX+c—-X(2aX+b)=0 Soient (a,b,c) eR®.Ona:

— —aX’+c=0

a(1,3,-3)+b4,2,-3)+¢(-2,7,-6) = (0,0,0) < (a+4b—-2c¢,3a+2b+7c,-3a—-3b—-6¢)=(0,0,0)

a= . .
= { 0 car un polyném est nul si ses coefficients sont nuls
c=

<~ P(X)=bX

Ainsi, Pe G < P(X) = bX donc G = Vect(X).
Ainsi, G est le sev de R, [X] engendré par la famille (X).

- EXERCICE 6 -

Montrer que la famille ((1,0);(0,1)) est génératrice de R? puis en déduire que la famille ((1,1); (—1,1)) est
également génératrice de R,

Soit 7 = (x,y) €R®>.Ona: u =(x,y) =x(1,0)+y(0,1).

Donc tout vecteur % de R? est combinaison linéaire de ((1,0); (0, 1)) donc la famille ((1,0); (0, 1)) est génératrice
de®?: R?=Vect((1,0);(0,1)).

Montrons que ((1,1); (-1, 1)) est également génératrice de R? en montrant que Vect((1,1);(—1,1)) = Vect((1,0); (0, 1)).

Ona:
b) Lafamille (1 + X+ X% 3+X+5X%,2+ X+ SXZ) est-elle une famille libre ou liée de R[X] 2
Vect((1,1);(-1,1)) = Vect((0,2);(~1,1))  premier moins deuxiéme On remarque que : I+X+X)+@B+X+5X%)=2x(2+X+3X%).
=Vect((0,1);(—1,1)) premier divisé par 2 On peut donc en déduire que la famille est liée.
=Vect((0,1);(-1,0)) deuxiéme moins premier
=Vect((0,1);(1,0)) deuxiéme divisé par — 1 h EXERCI?E 9- . . 3
) e Lafamille ((1,3,-3), (4,2, —3)) est-elle libre ou liée dans R° 2
=R Cette famille est constituée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
* Lafamille ((3,3,3)) est-elle libre ou liée dans R® 2
- EXERCICE 7 - Cette famille est constituée d'un vecteur non nul donc elle est libre.
1. Soit A une matrice fixée de ./, (R). On définit Ker (4) = {X € .4, R)|AX =0} (noyaude A).
Montrer que Ker (A) est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel .4/, ; (R). - EXERCICE 10 -
e Ker (A) c 4y, (R) par définition. 1. Déterminer les coordonnées du vecteur (7,4, 1) dans labase & = ((1,1,0); (1,0,1); (0,0,1)) de R>.

* A0=0donc0€Ker(A). (Ce0estle0de.#,,(R)).Ker(A) # @.

. 2 .
e Soient (X,Y) € (Ker(A)“etAeR.Ona: (7,4,1)=4(1,1,0)+3(1,0,1) = 2(0,0,1)

AX+AY)=AX+AAY =0+ 10=0. Eneffet, AX =0 et AY =0 car (X, Y) € (Ker(A))>.
Donc X + 1Y € Ker(A).
Donc Ker (A), est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel .4, 1 (R).

2. Soit n € N*. Soit a un réel fixé et E, 'ensemble des polynémes de R, [ X] qui s’annulent en a.
Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel de R, [ X].
Remarquons que : E; = {P € R, [X]|P(a) = 0}. 2. Déterminer le polynéme P de coordonnées

e E,cR,[X] par définition.
¢ Le polyndme nul s’annule en a donc appartient a E,. Ainsi, E, # @.

0
1
1

a+4b-2c¢=0

< {3a+2b+7c=0

-3a-3b-6¢c=0

a+4b-2c=0
— {-10b+13c=0
-b+c=0
a+4b-2c=0
< {-10b+13c=0
-3c=0

— {a:b:c:o

Donc la famille ((1,3,-3), (4,2,-3), (-2,7,—6)) est libre.

On remarque (en regardant les 0 dans les vecteurs) que :

4
Ainsi, les les coordonnées du vecteur % = (7,4, 1) dans la base 2 sont: Matg (TZ) = ( 3 )

Ly —Ly,—-3L,
Lz — L3+ Ly

Ly —L,-3L,
Ly —10L3— Ly

-2

J dans la base 2 = (1; (X-1); X- 1)2) de R, [X].

Par définition des coordonnées d’un vecteur dans une base, on a:

* Soient (BQ) € E2et AeR.Ona: PX)=0+1LX-D+1LX-1)*=X-DA+X-1)=X>-X

(P+AQ)(@) =P(a)+AQ(a) =0+ A0 =0.

Donc P+ AQ€ E,. 3. Soit E un espace vectoriel admettant pour base la famille : 28 = (e}, e, €3, €4).

Donc E, est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel de R,, [X] donc c’est un espace vectoriel.

Par définition des coordonnées d'un vecteur dans une base, ona: Matg (u) =

- EXERCICE 11 -

Ecrire la matrice colonne des coordonnées du vecteur u = e; + e» + e; dans la base 2 = (e}, e2, €3, €4).

1

1
ol
1

1. Soit e; = (1,2,-3), e = (—2,0,5) et e3 = (0,4, —1). Trouver une base de F = Vect (e, e, €3).
* F =Vect(e, ez, e3) donc la famille (e, ez, e3) est une famille génératrice de F.
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¢ On peut remarquer directement que : 2e; + e, = e3 et donc conclure que la famille (ej, ez, e3) n'est pas
libre. On a alors :
F =Vect (e, ez, e3) =Vect(ey,e2) car e3=2e;+e;

Ainsi, la famille (ej, e2) engendre F. De plus, elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires.
Donc c’est une base de F.

Remarque : Si on ne trouve pas de téte que la famille est liée, on vérifie a la main si cette famille est libre.
Soit (a, b, c) € R%.Ona:

a-2b=0
aey1+bey+ce3=0 < (a-2b,2a+4c,-3a+5b-c)=(0,0,0) < <{2a+4c=0
-3a+5b-c=0
a-2b=0
4b+4c=0 L, —L»-2L,
-b—c=0 L3 L3+3L;

|
it
i

—

< {4b+4c=0 Ly—L,-2L;

Ly —4L3+ L,

H

—C Ly —Ly—-2L,

Il y a une infinité de solution donc la famille (e;, e, e3)e n'est pas libre.

2. Montrer que E = {(x,y,z) € R |x—y+z= 0} est un espace vectoriel et en déterminer une base 2.
Soit U = (x,y,2) € R%.Ona:

UEeEE {x—y+z:0 = {x:y—z = TZ:(y—z,y,z):y(1,1,0)+z(—1,0,1)

donc E = Vect((1,1,0),(-1,0,1)). Ainsi, la famille ((1,1,0),(—1,0,1)) engendre E. De plus, elle est libre car
composée de deux vecteurs non colinéaires. Donc c’est une base de E.

- EXERCICE 12 -
Montrer que 'ensemble ¥ = {M e, R)|'M=M } des matrices symétriques de ./ (R) est un espace vec-
toriel puis en déterminer une base et sa dimension.

¢ Déterminons une famille génératrice de .. Soit M = (LCZ 2) € ([R).Ona:

a=a
try a ¢\ _(a b b=c _ _fa b
Me¥ — M—M(:»(b d)_(c d) . @{b_c @M_[b d)
d=d
Ainsi, Me # = M=|f Z :»M:a[é 8)+b((1) é)+d(8 ?):aM1+bM2+dM3.

Donc . = Vect(My, Mo, M3) et (My, M2, M3) est une famille génératrice de ..
De plus, cette famille est clairement libre (0 échelonnés) donc c’est une base de . et dim(#) =3

- EXERCICE 13 -
1. Lafamille #; = ((1,2);(2,1); (1,1)) est-elle libre dans R%?
La famille %, est composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension 2 donc elle est liée.
2. Lafamille &, = ((1,1,1); (1,2,1)) est-elle génératrice dans R32
La famille %, est composée de 2 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc elle ne peut pas engendrer
cet espace.
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- EXERCICE 14 -
1. Montrer que la famille &, = ((4;-1;0);(0;2;2); (1;—1;—1)) est une base de RS,

* Montrons que la famille & est libre. Soient (a, b, c) € R%.Ona:

a(4,-1,0)+b(0,2,2) +¢(1,-1,-1) =(0,0,0) < 4a+c,—a+2b—c,2b—c)=(0,0,0)

4a+c=0
<~ {-a+2b-c=0
2b—-c=0
4a+c=0
< <{8b-3c=0 Ly —4L,+L;
2b—-c=0
4a+c=0

< {8b-3c=0
11c=0 L3<—L3—4L2

== {a:b:c:o

Ainsi, la famille & est libre et elle est composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3 (R*) donc
c'est une base de R,

2. Montrer que la famille , = (1; X - 1; (X — 1)%) est une base de R, [ X].

¢ Résultat a retenir : Une famille formée de polynomes de degrés échelonnés est libre.
Ici, la famille %, = (1; X - 1; (X — 1)2) est composée de trois polynémes de degrés échelonnés (degrés 0,
1 et 2 respectivement) donc elle est libre. Etant composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3
(R2[X]), c’est une base de R, [X].

- EXERCICE 15 -
Soit # = Vect((1,2),(2,1)). Montrer que F = R2.

e« FcR%
» Lafamille ((1,2), (2,1)) estlibre et engendre % donc c’est une base de . Ainsi, dim(%#) =2 = dim(R?).
Ces deux points permettent de conclure que F = R%.

- EXERCICE 16 -

On consideére la famille &% = (TZ 7,7}) deR® avec 7 = (1,3, -3), Vv =(4,2,-3) et w =(-1,7,-6)).
Calculer: —37 + U + w puis en déduire le rang de la famille %.

Ona: -3% + 7 + w =0 donc au passage, la famille & = (u, U, W) est liée.

On a alors :

, W)

rg(F) =rg(,
U, V) car (u,v,w) estliée

=rg(,

v
-
v ,
. —_ = . . Py
=2 carlafamille (%, 7) estlibre : deux vecteurs non colinéaires

Ainsi: r1g(¥) =

- EXERCICE 17 - -1 10 -1 1 =2
Déterminer le rang des matrices suivantes: A= 0 0 1 B=(1 -1 2
0 00
Avec des notations évidentes :
* Comme Cy = -Cj,ona: rg(A) =1g(Cy, Cp, C3) =18(C1,C3) =2 car (Cy, C3) estlibre.
rg(B) =rg(Cy, Gz, C3)

=18(C,Cy) car C3=C1—-C
=2 carlafamille (C;,C5) estlibre.
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