ECG2 Suites numériques - Bilan - Exercices du cours

- EXERCICE 1 -

1
On considére la suite (1) ,c définie par: ug=1, et,pour neN, Uy =uy+—.
uﬂ
Montrer que, pour tout 72 € N, 1, est bien défini et que 1, > 1.

Par récurrence.
o Initialisation. ug=12>1.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que u, est bien défini et que u, > 1.
En particulier, u, # 0 donc ui est bien défini donc u,,; existe.
n

1

De plus, — >0donc up4) = u, + — > u, > 1 par HR.
Up Up

¢ Conclusion. ...

- EXERCICE 2 -
Soit f: x— x2In(1 + x) définie sur R, et (Un) nen définie par: ug =1, et, pour n €N, u,.1 = f(uy).
1. Montrer que la fonction f est croissante sur R, .
La fonction f est dérivable sur R, comme composée (1 + x > 0) et produit de fonctions dérivables et on a

pour tout x > 0:
2

ron X
f(x) _2xln(1+x)+—x+1

Or, Vx>0, 1+x>1donclIn(l+x) >0 (croissance de In sur R,) donc f'(x) > 0 comme somme de termes
positifs.
Ainsi, f est croissante sur R

2. Montrer que pour tout 7 € N, u,, > 0 puis étudier la monotonie de la suite ().

¢ Une récurrence simple permet de vérifier que pour tout n €N, u, > 0.
En effet, ug > 0etsiu, >0,alors 1+u, >1 donc In(1+u,) >0 et uz.= u,zlln(l +u,) >0 par
produit.

» Lafonction f étant croissante et #y connu, on peut conjecturer la monotonie de la suite en comparant
Up et uy.
Ona: u; =In2) <1=u.
Pour neN, onpose 2(n) : Up+1 < Up.
* Initialisation. u; =In(2) <1 = uy donc £2(0) vrai.
* Hérédité. Soit n € N. On suppose que Z(n) est vrai.
Comme f est croissante sur R, et que u, >0et u,.; >0,ona:

Up+1 S Uy f(un+l) < f(un) = Upi2 < Uptl

donc & (n +1) est vrai.
* Conclusion. ...
Ainsi, la suite (u,,) est décroissante.

- EXERCICE 3 -

2
u; +1
On consideére la suite (u,,) ,cn définie par 1y = 0 et, pour n €N, 1, = ——.
1. Montrer que, pour tout 7 €N, u, € [0;1].
Pour n €N, on pose 2(n) : u, € [0;1].
e Initialisation. uy =0 donc 22(0) vrai.
o Hérédité. Soit n € N. On suppose que £?(n) est vrai.
On a par croissance de la fonction carré sur R, :
1
0<up <1 = 0< 1<l = 1< +1<2 = 5 Stn <1
donc 22 (n+ 1) est vrai.
* Conclusion. ... D
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2. Montrer que (u,) ,cn €St croissante.
PourtoutneN,ona:
u?+1 Wt+1-2u,  (up—1)7°
Upy1—Up = —Un= = =0

2 2 2

Donc la suite (u,) e €St croissante.

3. Montrer que la suite (i), converge et déterminer sa limite.
2+1

La suite (1) ,en €St croissante et majorée par 1 donc elle converge vers une limite ¢ qui vérifie: ¢ =
2
L x“+1
(par continuité de x — T)' On a alors:

2 +1
0=

= P-20+1=0 < ((-1)*=0 < (=1

Ainsi, la suite (u,,) ;e cOnverge et lim up,=1.
n‘+oo

- EXERCICE 4 - 1
On considere la suite (u,) o\ définie par: ug=1, etpourtout neN, U, =u,+—.

n
Montrer que la suite (u,) ,cn est croissante puis montrer (par 'absurde) qu’elle diverge vers +oo.

1 N . . . .
PourtoutneN,ona: u,s+—u, = — >0d apres]’exercice 1 donclasuite (u,) ey €St strictement croissante.
Up

Montrons par I'absurde que cette suite n’est pas majorée.
Supposons donc que cette suite soit majorée. On a alors : (1) est strictement croissante et majorée donc
elle converge vers une limite ¢ finie. En passant a la limite dans la relation de récurrence, on obtient alors :

1 1
¢ =/¢+ - soit — =0 ce qui est absurde.
Donc I'hypothese de départ est fausse et la suite n’est pas majorée.
Finalement, la suite (u,) est strictement croissante et non majorée donc elle diverge vers +oo.

- EXERCICE 5 - 1
Soit (¢,,) ;>0 la suite définie par: ;=1 et pour toutentier n: 1,1 = u,+ 1 (2 - ufl) = f(uy).

1. Etudier les variations de f etmontrer que f ([1, 2]) < [1, 2].

Lafonction f:x— x+ 1 (2—x%) = —=x* + x + = est une fonction polynomiale de degré 2, avec a = 1 <0
donc (par propriétés de ces fonctions), elle est strictement croissante sur ]—oo, 2] (sommet en —b/2a = 2)
et strictement décroissante sur 12, +oo]. Une étude de dérivée aboutit bien sur au méme résultat.
Comme f est continue et strictement croissante sur [1, 2], elle réalise une bijection de [1, 2] sur [ fQ, f (2)] =
[5/4, 3/2] < [1, 2].
Ainsi,onabien: f([1, 2]) <1, 2].
2. Montrerque: VneN, 1< u, <2.
Le résultat de la question précédente donne le résultat par récurrence immédiate :
up=1 et siu,ell, 2],alors: uy+1 = f(uy) € f (1, 2]) <[, 2] soit u,4; €11, 2].
Remarque : On peut aussi montrer ce résultat par récurrence : Pour n € N, on pose 2(n) : 1< u, < 2.
e Initialisation. uy =1 donc £2(0) vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que & (n) estvrai: 1< u, <2.
Comme f est croissante sur [1, 2] ,ona:
1<u, <2 = f< fuy)) < f2) &= 1<5/4< up41 <3/2<2 donc X (n+1) est vraie.
¢ Conclusion. ...
3. Montrer que si (i) ;>0 converge vers ¢, alors ¢ = V2.
Si () n>0 converge vers ¢, alors :
e D'une part, £ > 1car u, > 1
e D’autre part, comme f est continue, ¢ vérifie la relation :

0=V2

1
(=fl) = 0=0+-(2-0%) = 2-0*=0 =
e 4( ) {l:—\/i impossible car ¢ > 1
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6.

7.

- EXERCICE 6 -
En utilisant la suite (u,,) et I'i

. Montrer que pour tout z€N,ona:

Si (un) n>0 converge vers ¢, alors ¢ = V2.

. Montrer que: Ve [1;2], [f'(0] <=

f estdérivable sur [1, 2] et on a pour tout ¢ de [1, 2] : f(t) ——t+1
1 1 1 1
Or: 1<1<2 —1§—§t<—§ — 0<—§t+1\§ ce quidonne: |f'(1)]<
1
un+1—\/§)<§ un—\fz‘.

e La fonction [ estde classe ¢ sur[1, 2].

1
3

s |f'n] < —sur[l 2]

Comme u, et V2 appartiennent a [1, 2], I'inégalité des accroissements finis donne :

1
[P - /D] < 5w -V
soit, avec f(v2) = V2 d’apres les calculs de la question 3 :
Up+1 — \/é‘ <z - \fZ‘
1 n
En déduire que: |u, - \/i‘ < (—) .

2
Par récurrence.

1 0
« Initialisation. ‘uo—\/i| :(1—\/5‘ <1:(§] .

e Hérédité. Soit n € N, on suppose que |u, —

\@‘ < (%)n Ona:

Up+1 — f|
Un+1 — f|

-V2 } d’apres la question précédente

(—n)+1 par HR
)

Montrer alors que la suite (i) ;>0 est convergente et déterminer sa limite.

1
2
1
2
< (Up+1 _\/§| (

¢ Conclusion. ...

n+1
lim (—) =0 (car1/2<1) donc d’aprés le théoréme des gendarmes lim
n—oo |2 n—oo

Python permettant d’obtenir une valeur approchée de v2 2 107° pres.

Un+1 — \/§| =

On en déduit que: lim u, - V2 =0 et donc que la suite (u,) >0 est convergente et lim u, = V2.
n—oo Nn—00

1 n
-V2 | < (5) obtenue a I'exercice 5, écrire un programme en

1
3
4
5
6

u =1

n =0

while (1/2)**n >= 10%*(-5)
u=u + (2-u**2)/4
n = n+l

print (u)

1 n
En sortie boucleon a: [ 5) < 107° donc a fortiori (d’aprés I'inégalité)

Up — \/E( <1075,

La valeur de u,, en sortie de boucle est donc bien une valeur approchée de v2 a

é V23 H% pres.
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- EXERCICE 7 -
Pour tout entier 1 € N*, on définit la fonction f,, sur R, par: f,(x) = x" +9x% —4.

1. (@

)

=

2. (a

=

(b)

(c)

3. (a)

(b)

Montrer que I'équation f;(x) = 0 n’a qu'une seule solution strictement positive, notée 1,,.
Soit n € N*. La fonction f; est dérivable sur R’ et pour tout x>0, ona:

fi)=nx"1+18x>0
Donc f; est continue et strictement croissante sur R et d’apres le théoréme de bijection, f;, réalise
une bijection de R} sur ]lim fn(x); lim f,(x) [ =]-4,+o0l.
x—0 X—+00
De plus, 0 € |4, +ool, donc I'équation f;,(x) = 0 admet une unique solution u, € R}.
2
Vérifier que: YneN*, u, € ]0, 3 [

Remarque : La suite (u#,),en+ est implicite. Elle est définie par la relation f;,(u,,) = 0. il faut donc tra-
vailler sur les images par f,, pour obtenir des informations sur u,,. Faire un tableau de variations pour
visualiser cette situation.

. . 2\ (2\"  (2)? 2\" e
SoitneN*.Ona: f, 3 =|=| +9|=| —-4= 3 >0= f,(uy) pardéfinition de u,.

3 3
Ainsi :
2
fuun) < fu (g)
2 . .
— uy< 3 car f, est strictement croissante.
z N * 2

Onadéjavuque: u, >0,doncVneN", u, € 0,§ .

Montrer que, pour tout x élémentde ]0,1[,ona: f,;1(x) < f,(x).
Soit x€]0,1[,ona:

Sur1(x) = fu(x) =

Donc: Vx€]0, 1[, fu+1(x) < fn(x).
En déduire que f,(u,+1) > fn(u,) puis déterminer la monotonie de la suite (1) pen.

I _x"=x"(x-1)<0 par produit car x <1 et x" >0

Comme uy € |0, § ,ona uy€]0,1[ et on peut choisir x = u, dans la relation précédente. Ainsi :

SnWns1) > e (Upe1)

Mais, par définition, on a : f;4+1(tp+1) = 0 = f,(u,). La relation précédente donne alors pour tout
neN:

fﬂ(u"+l) > fn(un)

et comme f;, est strictement croissante, on en déduit que : u,4; > u, pour tout entier n.
Ainsi, la suite (u,,) est croissante.

Montrer que la suite (u,) ,cn+ est convergente. On note ¢ sa limite.
2
La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc elle converge vers un réel £.
Déterminer la limite de (u,,)" lorsque 7 tend vers +oo.
n

2 2 . . .
Ona: 0<u, < 3 — 0< (up)" < (g) car la fonction ¢ — t" est strictement croissante sur R ..

Or, comme |—

2 n
<lona: nhm (5) =0 donc d’apres le théoréeme d’e gendarmes, on a: nlirP (un)" =
oy oo

En revenant a la définition de u,,, déterminer la valeur de /.
Pour faire apparaitre ()", il faut utiliser la fonction f;,. Ainsi, ona:

Falun) =0 = (up)" +9u% —4=0
4 2
Par passage a la limite, on obtient : 0+9¢ -4 =0 soit ¢ = 3 donc ¢ = 3 o >0
Ainsi, lim u,=-
n—-+oo
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