ECG2 Intégrales impropres - Exercices du cours

- EXERCICE 1 - 00
a) Soit a # 0. Déterminer la nature de 'intégrale f e %! dt selon les valeurs de a.
0

a

+00
La fonction ¢ — e~ %" est continue sur [0, +oo[ doncf e *'drest impropre en +oo. Soit x > 0.
0

* 1
f e dr= [——e"‘”
0 a

1 .
:—l(e"‘”—l) 13z sia>0
a X—+00

X

0

+oo sia<0

+00

+00 1
Donc l'intégrale f e *'dt converge ssi a > 0 et dans ce cas, ona: f e dr=—.
0 0 a

+00 1
b) Soit a # 1. Déterminer la nature de I'intégrale f rr dt selon les valeurs de a.
1

1 +00
La fonction ¢ — rr est continue sur [1, +oo] doncf pr dt estimpropre en +oo. Soit x > 1.
1

x 1 X a+l x
f —dt:f 4de= car a #1
1 t* 1 -a+1)],
1 ! i +1>0 ! ia>1
_ — si -« — sia
= (x®'-1) — {1-a =q1-a
—a+l Tl 40 si —a+1>0 |+oo  sia<l
+00 1 +00 1 1
Donc l’intégrale[ — dt converge ssi a > 1 et dans ce cas,ona: f —dt=——-.
1 @ A 1-a
- EXERCICE 2 - +00
Etudier la nature de lintégrale f e 1 dy.
—00

La fonction x — e~ est continue sur ]-oco, +oo[ par composition donc l'intégrale est impropre en —co et

en +oo. Pour obtenir une primitive, on va chercher a se débarrasser des valeurs absolues.
—(x-1) six-1<0 [-x+1 six<1 el sixgl
(x-1) six—1>0

. — —lx=1] _
Or,ona.lx—ll—{ etdonc e —{ 1
On va donc choisir 1 comme point pivot.

x-1 six>1 e six>1

1
. Etudedef e 1 dx. SoitB<1.0na:

—00
1 1
f e ¥l dx:f e ldx dapresl'étude précédente
B B
x-111
Ip=

:[e

1
donc l'intégrale f e dx converge et vaut 1.
—00

+00
* Ftude de f e 1 dx. Soit A>1.0na:
1

A A
f e ldx :f e **ldx dapresl’étude précédente
1 1

1A _
x+1]1 — e Ml

= [_e A—+o0

+00
donc l'intégrale f e dx converge et vaut 1.
1

+00
Finalement, f e gy convergeetona: f

—00 -

+00 1 +oo
e"x’l‘dx:f e"x’”dx+m e ldy=1+1=2
) —o0
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- EXERCICE 4 -
1. Minorer ¢ —

. Calculer lim 7%e”
t—+o00o

- EXERCICE 3 - +o0 |
. Montrer que I'intégrale : f e dt converge et vaut 1.
1

. Int . e *tont .

La fonction t — =z est continue sur |1, +oo[ donc I'intégrale 7(1 t est impropre en +oco.
1

Soit a> 1. 1 1 1

Soient: u(f)=Int (W'(t)=-) etv(t)=—= @' ()= 7z Les fonctions u et v sont de classe € sur [1, +o0o[

donc sur [1, a] donc on a par IPP:

nt Int]4 a1
dt=|-—| +[ =dt
[ fll flfz
a

1 2
Ina 1]
= 4| -=
a t 1
Ina 1
=———-—+1 i 1 par CC et somme
a a a—+o

e tInt toInt
Donc l'intégrale = dt converge et : = dr=1.
1 1

+0o

5 +0o 5
. On admet que lintégrale I = f e dx converge. Pour m € R fixé, montrer que f e M g

0 m
converge et est égale a I.

+00 5
est continue sur [m, +oo[ donc I'intégrale f e~ M gy est impropre en +oco.

m

. (y— 2
La fonction x — e~*~™

A
2
Soit A > m. Effectuons le changement de variable u = x — m sur I'intégrale f e M gy
m
Ona: du= dxetsix:m— A, alors u:0— A—m, ce qui donne :

A 2 A-m 2
f e~ x—m dx:f e “du
m 0

ce qui donne en passant a la limite quand A tend vers +oco:
A-m

A
. —(x—m)2 . —12

lim e M gx = lim e Ydu=1I

A—+ocoJm A—+00 Jo

+o00
—(x=m)? - N
ce qui montre que f e dx converge et est égale a I.
m

+oon(1 + £2
sur [1, +oo[ puis déterminer la nature de l'intégrale f M dr.
1

t
In(1+£%) f+°° In(1+ 1%

In(1 + %)

La fonction t — est continue sur [1, +oo[ donc l'intégrale dt estimpropre en +oo.

* Onapourf€(l, +oof:

121 = ?+1>2
= In(#*+1) >1n(2) par croissance de In sur R}
In(1+ > _ In(2)
> —

2_

t t

.y 0 n(2) o1 - ‘
Lintégrale - dt=1In(2) 7 dt diverge (intégrale de Riemann avec a = 1).
1 1

¢ Les fonctions sont continues et positives.

Donc d’apres le TCIFP par inégalité, I'intégrale dt diverge également.

f+°° In(1+ 2)
1 t
2 oo o
puis en déduire la nature de I'intégrale / e " dt.
0

r
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3. Déterminer un équivalent de

. —_ 2 . —
e lim 2e™" = lim xe =0 parCC.
t—+oo X—+00
+00

2 . e —? .
est continue sur R, donc 'intégrale f e~ " dt est impropre en +oo.
0

e Lafonction t— e’

2
. 2 -2 . e’ _f2 1
* % Ona: lim t°e :0<:>11m—2:0<=>e = o[
t—+oo

t—+o00 1/ ¢

1

Ainsi, e = o[—)
+oo | 2

+00 1
* Lintégrale f 2z df converge (intégrale de Riemann avec a =2 > 1).
1

+00
Attention a ne pas écrire : f z dt converge ce qui est faux (en commencant a 0).
0
* Les fonctions sont continues et positives.

+oo
Donc d’apres le TCIFP par négligeabilité, I'intégrale f e dt converge.
1

1, 2
De plus, I'intégrale f e~ " dt converge (elle n’est pas impropre car t— e~ ' est continue sur [0, 1]).
0 +00 2
Donc d’apreés la relation de Chasles, I'intégrale f e”" dt converge.
0

+00 \/;
en +oo puis en déduire la nature de I'intégrale f
a+n“ o (A+n®

suivant les valeurs de a.

) t ) s o Vi
La fonction ¢ — ——— est continue sur [0, +oo] donc l'intégrale

T+ 1+ 07 dt est impropre en +oco.
0

\/E l,l/2 _ 1
1+ 0% +oo o~ pa-l/2

e Ona: (1+n¢ = t* donc par quotient
00

+00 1
e Lintégrale f Py df convergessi a—1/2>1ssi a>3/2.
1

* Les fonctions sont continues et positives.

+oo
Donc d’apres le TCIFP par équivalent, I'intégrale f dz converge ssi a >3/2.
1

Vi

t
e dt converge (elle n’est pas impropre).

a+ne

1

De plus, I'intégrale f
o (1

+00

Donc d’apres la relation de Chasles, 'intégrale f e dt converge ssi a >3/2.
0

0 1
4. Déterminer la nature de I'intégrale f —dt.
oo L+ 1+ 12
0
5 est continue sur [—oo, 0[ donc l'intégrale f

La fonction ¢ —
1 —oo 1+ 1+

+t+t

. 1 1
e Ona: 1+t+1> ~ 1 donc par quotient —— ~ —.
~oo 1+ t+12 ~o0 12

-1 1
¢ Lintégrale f z dt converge (intégrale de Riemann avec a = 2).
—00

¢ Les fonctions sont continues et positives au voisinage de —oo.
-1

1
Donc d’apres le TCIFP par équivalent, I'intégrale f ——— dt converge
. oo 14 1+ 12
De plus, I'intégrale ﬁ Tiii 2 df converge (elleon’est pas impropre).
Donc d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f ——— dt converge.
oo L+ t+12
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1 .
T2 d¢ est impropre en —oco.

- EXERCICE 5 - +00

2
a) Déterminer la nature de I'intégrale f e~ dt en utilisant le résultat de 'exercice 4.
2 ad +00
On remarque que la fonction ¢— e~" est paire donc f
+0o 2 T
Or, on a vu dans I'exercice 4 que e U dt converge.

0

+00 +00

5 +oo
On en déduit par parité que f e Cdt= zf e dr
0

—00

2

e "dt convergeetque: f
—00

+00

2
b) Déterminer la nature de I'intégrale f te”tdt.
_02 +00
On remarque que la fonction t — te™"

converge.
Cette derniére intégrale est impropre en +oo Soit x>0, ona:

X
2
f re" dr=
0

+00 [2 +00 tz +00 [’2
Ainsi, f te”" dt converge donc f te”" dt converge et par imparité : f te”"dt=0.
o _

—00

est impaire donc f

—oo

el Lo 1
0o 2 2 x—+00 2
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2 T e
e " dt converge ssi f e " dt converge.
0

2 o
te”" dt converge ssif te”" dt
0



