ECG2 Algebre 3 - Applications linéaires et matrices - Exercices

- EXERCICE 1 -

Soit P(X) =2(X-1)2-3(X - 1) - 4.

Quel est le vecteur colonne associé a P dans la base canonique de R, [X] ? dans la base (l, (X-1,X- 1)2)
deR,[X]?danslabase (X - 1)?, (X - 1), 1) de R, [X]?

* On a en développant : P(X) = 2X? —7X + 1 donc le vecteur colonne associé & P dans la base canonique

1
(1, X, X% de Ry [X] est Mat x x2) (P) = (—7).
2

eOna: P(X)=2(X-1)?%-3(X-1) -4 donc le vecteur colonne associé a P dans la base canonique % =

-4
(L (X-1), (X -1?) deRy[X] est Matg (P) = (—3).
2

eOna: P(X)=2(X-12%-3(X-1) -4 donc le vecteur colonne associé a P dans la base canonique %' =

2
(X-1?,(X~-1),1) de Ry[X] est Matg (P) = (—3).
-4

- EXERCICE 2 -

a) On consideére Papplication linéaire : f : R — R? définie par: f(x,y,2) = (x—y,0).
Déterminer la matrice A de Papplication f relativement aux bases canoniques de R® et R%.
La base canonique de R> est 88 = (e}, e, e3) = ((1,0,0); (0,1,0); (0,0, 1)).
On a alors en notant 8’ = (f1, f2) = ((1,0); (0, 1)) la base canonique de R%:
* flen)=f((1,0,00)=(1,00=1f1+0f>
e fle2)=f((0,1,0) =(-1,00=-1f1 +0f>
* fle3s) =f((0,0,1))=(0,00=0f1+0>

1 -1 0)

ce qui donne : Maz;gg,ggr(f):[o o ol

b

=

Soit A= [é _21] € /> (R). On considere 'application linéaire ¢ 4 : M € 4, (R) — AM.

Déterminer la matrice B de 'endomorphisme ¢ 4 relativement a la base canonique de ./ (R).

10 01 00 00
OnaennotantMl—( ),Mg—(o 0),M3—(1 O)etM4—(0 1).

10
* palMy) =AM, = (0 0) =M
* pa(My) =AM, = )

. ¢A(Ms)=AM3=(2 0]=2M1—M3

-1 0
0 2
* palMy) =AMy = 0 -1 =2M>— M,
10 2 0
- . 01 0 2
Ainsi, on obtient B = M, (¢a) = 00 -1 o
00 0 -1

-

c) Soit E un espace vectoriel admettant 2 = (e}, e2, e3) comme base et soit f 'endomorphisme de E dont
-1 1 0
la matrice dans la base % estlamatriceC=| 0 -2 1][.
0 0 0
Exprimer f(e)), f(e2) et f(e3) en fonction de e, e et es.
On a par définition de C = Matg (f): fler)=—e1; flex) =e1—2ex; fles)=es.
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1. Soit f 'endomorphisme de R,[X] dont la matrice dans la base canoniqueest: A=|0 -2 -1].

- EXERCICE 3 - 2 1 0
0O 0 O

(a) On considere le polynéme P(X) = X 2_2X +1. Calculer .
Comme on ne connait 'endomorphisme f qu’a travers sa matrice, on va raisonner matriciellement.
¢ Méthode 1:
On commence par déterminer les coordonnées de P dans la base canonique de Ry [X].
Notons Z le vecteur des coordonnées de P dans la base canonique de R,[X].
0
3.
0
Enfin, comme A = .4, (f), on en déduit que f(P)(X) =3X.
e Méthode 2:
Comme A= 4, (f), ona, en notant (Py, P1,P) = (1, X, X lab.cdeRy[X] :

1
Comme P(X)=X2—2X+1,0na: Z=.(P)= (—2).
1

2 1 0 1
On calcule alors: AZ = .4, (f(P)) = -2 -1f[-2]=
0 0 0 1

FP(X)=2Py(X)=2; f(PX)=Py(X)-2P1(X)=-2X+1; [f(P)X)=-P1(X)=-X
On a alors par linéarité de f :
FX?P=2X+1)= f(Py—2P1 +Pg) = f(Py) —2f(P1) + f(Pp) = —X —2(—2X + 1) +2 =3X

(b) Déterminer Im(f).
Déterminons Im(f)
e Méthode 1:
On a: Im(A) =Vect(Cy;Cy; C3) =Vect(Cy;C3) car Cp =2C, —4C;s.

1 0
donc Im(A) = Vect((—Z) ; (—IJ ;) etcomme A =4, (f), ona: Im(f) = Vect(1-2X;-X).
0 0
On peut simplifier I'écriture par combinaisons linéaires : Im(f) = Vect(1 -2X;—-X) = Vect(1; X).
¢ Méthode 2:
Ona: Im(f) = Vect(f(Po); f(P1); f(Ps)) avec (Py, Py, Pp) = (1, X, X?) 1a base canonique de R, [X].
Or, comme A= .#(f), ona:

f(P)=2; f(P)=1-2X; f(P)=-X

Ainsi, Im(f) = Vect(2;1-2X;-X) =Vect(2;-X) car 1-2X=1/2(2) +2(-X).
1 11
2. Soit g Yendomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique de R® est B = (1 1 1) .
111
(a) Onadmet que 2 =((1,-1,0),(1,0,-1),(1,1,1)) est une base de R®. Déterminer Matg(g).
Notons u=(1,-1,0), v=(1,0,-1) et w=(1,1,1) et U, V et W leurs vecteurs coordonnées dans la base
canonique de RS

e Comme B = Maty .(g), lec vecteur g(u) est représenté matriciellement par BU.

1 11 1
Comme BU = (1 1 1) (—1) =0, on en déduit que g(u) =0=0u+0v+0w.
1 11 0

111 1
¢ De méme, commeBV:(l 1 1)( 0 ):0, on en déduit que g(v) =0=0u+0v+0w.
11 1)\-1

1 1 1\(1 3
* De méme, comme BW:(I 1 1) (1): (3) =3W, on en déduit que g(w) =3w =0u+0v+3w.
1 1 1/)\1 3
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[=R =)
o o o

Ainsi, Matz(g) = (

w o o
SN————

(b) Déterminer Im(g).
e Méthode 1:
En utilisant la base canonique (ej, 2, e3), on a en utilisant B = Maty .(g) :

Im(g) = Vect(g(e1), g(e2), g(e3))
=Vect((1,1,1),(1,1,1),(1,1,1))
=Vect((1,1,1))

La famille ((1,1,1)) est génératrice de Im(g) et elle est libre (un vecteur non nul) donc c’est une base

de Im(g).
e Méthode 2 :
En utilisant la base (u, v, w), on a d’apres le calculs précédents :
Im(g) = Vect(g(u), g(v), g(w))
= Vect(0,0,3w) H
= Vect(w)

La famille (w) est génératrice de Im(g) et elle est libre (un vecteur non nul) donc c’est une base de
Im(g).
e Méthode 3:
Ona: Im(B) = Vect(C;;Cy; C3) =Vect(Cy) car C; =Cy =Cs.
1
donc Im(B) = Vect (1 etcomme B = ./, .(g), ona: Im(g) = Vect((1,1,1)).
1

- EXERCICE 4 -
On considere les endomorphismes f et g définis dans I'exercice 3.
1. Soit u=(0,1,—-1). Montrer que u € Ker(g).

Raisonnons matriciellement.

1 11 0
Ona:BU=|1 1 1 1 | =0, donc U € Ker(B).
1 1 1)\-1

Comme B = Maty (g), on en déduit que u € Ker(g).
2. Déterminer Ker(f) et Ker(g).
* Pour déterminer Ker(f), on commence par déterminer Ker(A). Soit X € 43, (R). Ona:

1
XeKer(A) <— AX=0 < ... = X:a(—z)

4
1
Donc Ker(A) = Vect | | -2 | | donc comme A = Maty,((f), on a Ker(f) = Vect (1 -2X + 4X2).
4
a
* De méme, pour déterminer Ker(g), on commence par déterminer Ker(B). Soit X = | b | € 45,(R). Ona:
c

-1 -1
XeKer(B) < BX=0<= a+b+c=0 <= a=-b-c¢c < X:b( 1 )+c(0)
1

-1 -1
Donc Ker(B) :Vect(( 1 ),( 0 )) donc comme B = Maty,(g), ona: Ker(g) =Vect((-1,1,0),(-1,0,1).
0 1
-3/4-

- EXERCICE 5 -
Soit f endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique de R® est A =

(=R )
=

(==
SN——

Déterminer rg(f). f est-il bijectif ?
Déterminons rg(A). On a, avec des notations évidentes :

rg(A) =1g(Cy, C2, C3) =18(C,C2) =2

car C3 = C; et (Cy, Cy) est libre (deux vecteurs non colinéaires).
Comme A= Maty(f), ona: rg(f) =rg(A) =2.
Enfin, comme rg(f) = 2 # 3(= dim(®?)), on en déduit que f n'est pas bijectif.

- EXERCICE 6 -
1. Soient v = (1,1,1) € R® et f 'endomorphisme de R® défini pour tout vecteur x = (X}, X2, X3) € R® par :
fx) = (x1+ x2+x3)V.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique. f est-il un automorphisme ?
Ona:
fle=flex)=fles) =) xv=(1,1,1)=1e; +1lex + le3

111
cequidonne: 4, (f)=]|1 1 1.
111
Ainsi, la matrice de f n’est pas inversible (les colonnes sont toutes égales) donc f n’est pas un automor-
phisme.
2. Soit ¢ 'endomorphisme de R; [X] défini par: ¢ (P) (X) =P (X +1).
Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de R3 [X]. ¢ est-il un automorphisme ?
On a, en notant 9 = (Py, Py, P>, P3) = (1;X;X2;X3) :
¢ p(Py)(X)=Py(X+1)=1
. (p(Pl)(X) = P](X+ 1) = (X+ 1) = P0+P1
¢ P(P2(X)=Py(X+1)=(X+1)2=X?+2X+1=Py+2P |+ P,
¢ p(P3)(X)=P3(X+1)=(X+1)®=X3+3X2+3X +1=Py+3P; +3P, + P;
1111
0123
0 01 3
0001
Cette matrice est inversible (car triangulaire sans zéro sur la diagonale) donc ¢ est bijectif donc c’est un
automorphisme.

ce quidonne: Matg ()=
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