ECG2 Quelques révisions sur les matrices - Un corrigé

- EXERCICE 1 - 1 2 -1
1. On considérelamatriceP=|1 1 0
00 1
Montrer par la méthode du pivot de Gauss que P est inversible et donner son inverse.
-1 2 -1
On obtient aprés calculs : P estinversibleet P~'=| 1 -1 1
0 0 1
021
2. On considére lamatrice P,=|4 0 y|.
4 2 0

Montrer par la méthode du pivot de Gauss que Py est inversible si et seulement si y # —1.
On applique la méthode du pivot de Gauss pour transformer Py, en une matrice triangulaire équivalente.
On obtient :

021 40 vy
Py: 40 y — ... LI puis Ly —L3—L; puis Ly—Ly—L3 - — 0 2 1
420 00 y+1

On obtient une matrice triangulaire qui est inversible ssi ses éléments diagonaux sont non nuls.
Ainsi, elle est inversible ssi y +1 # 0 ssi y # —1. On en déduit que P, est inversible ssi y # —1.

- EXERCICE 2 - 1 -2 2
On considére lamatrice A=|—-2 1 2| etonnote I31amatrice identité de ./3(R).
-2 -2 5

1. Calculer A> — 4A. En déduire que la matrice A est inversible et donner son inverse en fonction de A et I.

1
Ontrouve: A®—4A=-3Ietenisolantle I adroite puis en factorisant par A, on obtient: A (—g(A — 41)) =1

1
donc A est inversible et At = —=(A—41).

Remarque : Attention lors de la factorisation a ne pas écrire (A—4) quin'a aucun sens (soustraction d’une
matrice et d'un réel).

2. Résoudre ! équation AX = X, d'inconnue X € ./ ; (R).

X
On obtient apres calculs en posant X = | y
z

z 1 1

AX=X < ... <= X=|z|=2z|1] soit.¥=Vect||1

z 1 1

Cf fiche pour les détails (méme exemple).

- EXERCICE 3 - V2

0
On consideére la matrice C = 1

1
1 V2 .Résoudre I’ équation CX =0, d’inconnue X € .43 (R).
0 1 V2

X
On obtient apres calculs en posant X = | y |, et apres les opérations L, — V2L, — L, puis L3 —Lg—Ly:
z
V2x+ y =0 xX=2z y !
e CX=0 ¢ .. — — X=|-V2z|=2z|-v2
{ v+ V2z=0 { y= —V2z Z 1

1
soit & = Vect| | -v2
1
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10 2 0

- EXERCICE 4 - 01 0 2

On consideére la matrice B = 00 -1 0 et on note I, la matrice identité de .#,(R).
00 0 -1

Résoudre I’ équation (B + I4) X =0, d’inconnue X € ./ ; (R).

On obtient apres calculs :

a 1 0
2a +2c =0 c = -a b 0 1
(B+I4)X_0<:>{ 2h +2d = 0 (:’{d - _p — X= —_alm 1 +b 0
-b 0 -1
1 0
. _ ol 1]1
soit ¥ = Vect ~1° o
0 -1
- EXERCICE 5 -

Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles sans utiliser le pivot de Gauss.

10 -1 -1 0 0 8 4 -12 L1
A=|1 0 -1|, B=|0 V3 o0, C=(4 4 -8], D:(_4 2)
10 -1 0 0 1/4 42 -6

1. Aestnon inversible car elle posséde une colonne nulle (ou deux colonnes proportionnelles).

-1 0 0
1
2. Best inversible car c’est une matrice diagonale sans 0 sur la diagonale et B! = | 0 7§ 0].
0 0 4

3. Cestnon inversible car il y a une combinaison linéaire entre les colonnes : C3 = —C; —2C,.
4. D estinversible car ad —bc=2-(-4) =6 #0.

- EXERCICE 6 - 1 -1 1
On considére la matrice T de .#3(R) définiepar: T=|0 1 -1|etonposeN=T-15.
0 0 1

1. Lamatrice T est-elle inversible?
T est inversible car c’est une matrice triangulaire et sans 0 sur la diagonale.
Les deux arguments sont nécessaires!

2. Calculer N°® puis en déduire, pour tout 7 € N*, une expression de T" en fonction de I et de N.
On trouve N° = 0 (et donc N k— 0, Vk > 3 par récurrence immeédiate).
Ona: T =I3+N etcomme les matrices I3 et N commutent, on peut écrire (formule du binome) pour tout
n=2:

" (n 2 [n
T"=(3+N)" = kz (k) Nk13"‘k = kz (k)Nkls"_k puisque les puissances de N suivantes sont nulles.
~0 =0

L. n n\ ., n n\ , nn-1) ,
Ainsi,on a, pourtoutn>2: T" = 0 Iy + 1 N+ ) N°=I3+nN+——N".
3. Calculer (I3 + N)(I3— N + N?) puis en déduire une expression de T~! en fonction de I5, N et N°.
On obtient, avec N3=0:

I3+ N)I3—N+N?)=L-N+N>+N-N?>+ N3 =L+ N° = L.

En remarquant que Iz + N = T, soit T(I3 — N + N%) = I3, on en déduit que T est inversible et que
T'=L-N+N2
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- EXERCICE 7 -
Soit A, T et P trois matrices de .#3(R) vérifiant la relation: T = PlAP.
Etablir I'équivalence suivante pour toute matrice N de ./3(R).

NA= AN < (P"'NP)T=T(P"'NP)

On commence par remarquer que: T = PlAP < PTP'= A
On a alors en multipliant a droite par P puis a gauche par Pl (la position des matrices compte) :

NA=AN < NPTP'=PTP !N < NPTP'P=PTP 'NP onmultiplie 4 droite par P
=1
< NPT=PTP'NP
— P INPT=p 'PTP"INP onmultiplie 2 gauche par p1
——
=1
< PINPT=TP'NP < (P"'NP)T=T(P"'NP)

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 8 -

Soit A une matrice inversible vérifiant: 3A% +24% - A=0.

Déterminer AL,

On multiplie par A™! ce qui donne : 3A24+2A-1=0 puis ABA+2I)=Idonc A~ =3A+21.

- EXERCICE 9 -

Soit A une matrice nilpotente, c’est-a-dire vérifiant : il existe un entier p > 1 tel que A” = 0.

Montrer par 'absurde que A n’est pas inversible.

Par 'absurde : Si A" existe, A” = 0 donne (A™1)P A” = 0 soit AP A” = 0 soit A = 0soit I =0, ce qui est absurde
donc A n’est pas inversible.

- EXERCICE 10 -
On dit que deux matrices carrées A et B commmutent si et seulement si AB = BA.

1 00
Quelles sont les matrices de .#3(R) qui commutent avec lamatrice D=0 2 0|?
00 3)
a b c a b c\(1 00 1 0 0\(a b c
Oncherche M=|d e f|telleque MD=DMsoit|d e f||0 2 0 :(0 2 0||ld e f
g h g h iJ\0 0 3 0 0 3/\g h i

i
a 2b 3c a b ¢
Onobtient: |d 2e 3f|=|2d 2e 2f|cequidonne: b=c=d=f=g=h=0 et a,e i quelconques

g 2h 3i 3g 3h 3i
a 00
donc finalement: M=|0 e 0].
0 0 i
Ainsi, les matrices de .#3(R) qui commutent avec la matrice D sont les matrices diagonales.

- EXERCICE 11 - 111 211
On considére les matrices /=1 1 1l|let M=(1 2 1/|.
1 11 11 2

1. Exprimer J en fonction de J, puis pour tout 1 > 2, J” en fonction de J.
On obtient: J?>=3] puis par récurrence immédiate J" =3""1].
2. En déduire, pour tout entier naturel 1, une expression de M" en fonction de I et de J.

4" -1
Ontrouve: M" =1+

J al’aide du binéme de Newton (calculs costaud|
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- EXERCICE 12 -
Soit 7 un entier (n > 2) et J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Onpose M =] —1I,.

1.

La matrice J est-elle inversible ?
J est non inversible car elle a des colonnes égales.

. Exprimer J? en fonction de ] et de 7.

On trouve : J? = nJ. Essayer avec n = 3.

. En déduire une expression de M? en fonction de M, I, et n.

Ona: M2:(]—1)2:]2—2]+Icar[et]c01nmutent.
soit: M? = m=-2)J+I=n-2)M+D+I=n-2)M+ n-1)1.

. En déduire que la matrice M est inversible et donner son inverse.

On obtient avec la relation précédente :
1
MM - n-2)I)=(n-1)I donc M estinversibleet M~! = =-1 M- (n-2)I).

. La somme de deux matrices inversibles est-elle inversible 2

M et I sont inversibles mais J = M + I ne l'est pas donc la réponse est non!

- EXERCICE 13 -

On rappelle que pour toutes matrices M et N de /,,(R), ona: XMN) = 'N*'M.
Soit A une matrice inversible.

Montrer que ‘A est inversible et que son inverse est ‘(A™!).

Puisqu’on nous donne le résultat, il suffit de vérifier. On vérifie donc :

AlA Y =tAata="1=1

ce qui montre bien le résultat voulu.
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