ECG2 Quelques révisions sur les fonctions - Un corrigé - EXERCICE 2 -
On considere les fonctions g et 1 définies sur R par :

- EXERCICE 1 -
On considere la fonction f : 10, +oo[ — R définie, pour tout x de ]0, +oo[, par: f(x) =e* —eln(x). X _ =X

W= o hw=(etre -t re
1. Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et calculer, pour tout x de |0, +ocol, f'(x) et f”(x). g = 2 € Xj=le +e jx—e+e

La fonction f est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ comme différence de fonctions deux fois dérivables sur

10, +ool et on a pour tout x de ]0, +ool : 1. (a) Etudier les variations de la fonction g.

f’(x):ex—g et FidE) :ex+%.

2. Dresser le tableau de variations de [’ avec les limites de ' en 0 et en +oo et préciser f'(1).
Pour tout x de ]0, +ool, on a clairement f”(x) >0 donc f’ est strictement croissante sur 10, +oo].

(e“+e™™)
— >

La fonction g est dérivable sur R et on a pour tout réel x: g'(x) = 0.
Ainsi, la fonction g est strictement croissante sur R.

(b

=

Calculer g(0) puis en déduire le signe de g.
Ona: g(0)=0doncdapres le tableau de variations de g,ona:
g est négative sur R_ et positive sur R,.

e
De plus, lin(l)ex =1let liII(l)—— = —ocodonc lin(l)f’(x) = —0co par somme.
Y— =0 X X . . .
Et i x_ ¢ L e 0d i ey 2. (a) Montrer que la fonction / est strictement croissante sur R.

Am er=tooe e, T done inPoof (x) = +oo par somme. La fonction h est dérivable sur R comme somme et produit et on a pour tout réel x :

Enfin, f "1) =0, ce qui donne le tableau de variations suivant :

W) =(ef-e)x+(e+e¥)—e'—e = (e —e¥)x=2xg(x)

X 0 1 +00
(%) i On aalors:
oo X —00 0 +o00o
' _— x - 0 +
fx) 0 g -0+
—o00 h'(x) + 0 +

3. Dresser le tableau de variations de f avec les limites de f en 0 eten +oco et préciser f(1).
Comme f " est strictement croissante sur ]0, +oo[ et s’annule en 1, on en déduit que f' est strictement
négative sur ]0, 1[ et strictement positive sur |1, +ool[.
Ainsi, f est strictement décroissante sur ]0, 1[ et strictement croissante sur 11, +ool.
De plus, ona:

h(x) /

Ainsi, h est strictement croissante sur R.

(b

=

Calculer /1(0) puis en déduire le signe de /.
Ona: h(0)=0donc dapres le tableau de variations de /2, ona:
h est négative sur R_ et positive sur R,.
g(x)
3. Onpose: f(x) = X .
X 0 1 +00 1 six=0
) - 0 + (a) Montrer que f est paire.

Soit xe R*.Ona:
+0o +oo (e7*— e (9)

—X X X —X
fx) \ / g€ B Gt B Gt 0
e f=x) 2(=x) 2x 2x Fa

donc f est paire.

e lime* =1 et lim —eln(x) = +oo donc lim f(x) = +oo par somme.
x—0 x—0 x—0

* Au voisinage de +oo, In(x) = o(e*) donc f(x) = e* donc xllrp flx)= xllIP e’ = +o0.

ce qui donne le tableau de variations suivant (avec f(1) =e) : six#0

4. Tracer P'allure de la courbe représentative de f.

y (b) Donner le développement limité de e* et de e ™ aPordre 1 au voisinage de 0.
. On a, au voisinage de 0 :
ef=1+x+o0(x) et e =1-x+o0(x)
/ (c) En déduire que la fonction f est continue sur R.
¢ Lafonction f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne
. s’annule pas.
Comme f” > 0 sur ]0, +ool, la fonction f est convexe sur o p . . .
10, +ool \ / * Auvoisinagede0,ona: e*—e " =1+x+0(x)—(1+x+0(x)) =2x+0(x) cequidonne au voisinage
’ . _ . . de0:
De plus, }CILI(I)f(x) = +oo donc la courbe représentative de f g e¥—e* C2x+o(x)
admet une tangente verticale d’équation x = 0. \ / fx)= x  2x  2x 1+o(1)
! _ ~ .

Enfin, f'(1) =0 df)nc la courbe représentative de f admet Ainsi, lim f(x) = 1= £(0) donc f est continue en 0.
une tangente horizontale en 1. e|] &4 x—0

Finalement, f est continue sur R.

(d) Pour tout x non nul, exprimer f "(x) en fonction de h(x).
La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivable dont le dénominateur ne
s’annule pas. Pour tout réel x non nul, ona:
x £ gWx-gx) (e +eHx—ef+e™ hx)
x) = = -
x2 2x2% 2x2
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(e) En déduire le tableau d & iations de f, limites comprises.

On a alors d’apres 'étude de £ :
pY —00 0 +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
fo | T~
1
. E ) _(ef-e) e d e’ d i B . )
n-+oo: g(x) = S i3 onc f(x) ol onc xiglwf(x) = +o0 par croissance compareée.
(e*—e™) —e ¥ —-e™* .
* En—oo: gx) = — = donc f(x) -~ donc xllr_n f(x) = +oo par CC.
- EXERCICE 3 - l+x
Soit f la fonction définie sur R} par: f(x)=——.
2v/x

1. Déterminer un équivalent de fen 0+ et en +oo.

2.

3.

1+x

Z\F 0 2\[
l+x  Vx .
—— ~ — par quotient.

2y/x o0 2

Dresser le tableau de variations de f sur R}, limites comprises et tracer une allure de sa courbe repré-
sentative.

f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables et on a :

Ona:l+x 3 1donc f(x) = par quotient.

Ona:1l+x ~ xdonc f(x)=
+00

1
o= 2Vx-3% _2x-(+40) _ x-1
(2v/x)? VXQ2yVX)?  4xyx
Comme 4xv/x>0surR¥,ona: f'(x) >0 x-1>0< x> 1, ce qui donne (avecf(1) = 1) :
X 0 1 +00
') - 0 +

+00o

+00
fx \ . /

D’apres la question précédente, ona:

1 ) _ Vx ) . X
* fi(x) 3 m donc xll'l%)l+ fx)=1lm —=+0c0 et f(x) ol > donc xlil}loof(x) = xlermT = +o00.

x—0* Zf
(a) Factoriser lafonction polynémiale P(X) = 1+ X2 — 2X> puis en déduire son signe.
On remarque que 1 est racine évidente, ce qui permet de factoriser par (X — 1).
Onaalors:

PX)=1+X2-2X3=(X-1(aX?>+bX+c)

puis en identifiant d’abord les coefficients de plus haut degré (on obtient directement a = —2) et plus
bas degré (on obtient c=1) :

PX)=1+X2-2X3=(X-D(-2X%>+bX-1)

Enfin, comme (X-1)(-2X?>+bX—1) = —2X3+(b+2) X? +..., en identifiant le terme en X2, on obtient :

b+2=1soit b= -1 ce quidonne:
PX)=(X-1D(=2X’-X-1)=(1-X)2X*>+X+1)

Le discriminant de 2X? + X + 1 étant strictement négatif (A = —3), ce polyndme est de signe constant
strictement positif (car a = 2 > 0) donc P(X) est du signe de (1 - X).
Finalement, P(X) >0<—1-X>0<— X < 1.
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4. On considere la suite (u,) > définie par vy € R, etpourtout neN: 1y, =

- EXERCICE 4 -
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(x) =

1.

(b) En déduire le signe de f(x) — x en fonction des valeurs de x.
_l+x-2xvx

2V
Notons X = v/x.Onaalors: 1+x—2xvx=1+X*-2X%=P(X).
Ainsi, f(x)— x20=PX)20=X<1l=Vx<le<=x<1.

X 0 1 +00
fx)—x + 0 =

Onapourtoutx>0: f(x)— ,qui est dusignede 1+ x— 2xV/x.

f(un).
(a) Justifier que pour tout 1 >
Par récurrence.

1, u, > 1.

e Pour n =1:comme i € R, et que f admet 1 comme minimum sur R, d’apres I'étude précédente,

on en déduit que u; = f(ug) >1.
e Soitn>1.0na: u,>1>0donc un+1= f(u,) > 1 toujours car f admet 1 comme minimum sur
Ry.

(b) Endéduirela monotonie puis la convergence dela suite (1,),>( vers une limite £ que 'on précisera.
OnavuenQ3bque f(x)—x<0pour x> 1. Ainsi, pourn >1,onau, >1,ona: f(u,)—u,<0 soit
Up+1 — Up <0 donc la suite (u,) >0 est décroissante a partir du rang 1.

Ainsi, la suite (1) ,>1 est décroissante et minorée par 1 (car u, > 1) donc elle converge vers une limite
¢ qui vérifie (par continuité de la fonction f): f(¢)=/¢
Or,comme en Q 3b,ona:

_l+x- 2xf
Co2yx

Finalement, la suite (u,) ,>¢ converge vers 1.

flo) - =0e=14+x-2xVx=0=PX)=0c=X=1l=V/x=1=x=1

1 1
PSR G LU )
0

six=0
(a) Démontrer que f est continueen 0.

1
Ona: lim (1 + —) In(x) = —oo par produit donc lim 1+ )@ — g par composition.
x—0* x—0
Ainsi, 11151 f(x)=0= f(0) donc f est continueen 0.
x—0%

(b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
On calcule le taux d’accroissement :
—fO) x'*% e
fO-JO _x7x _ 1 o
x-0 X
. In(x) —00 In(y
Or,ona: lim = —oo par quotient ( ) donc llm e » =0 par composition.
x—0* X o+ X—0

Ainsi, f est dérivable en 0% et f'(0) =
(a) Démontrer que pour tout x >0, In(x) < x+ 1.

» Méthode 1 : Etudier les variations de la fonction x — In(x) — x — 1 et en déduire qu’elle est négative
en cherchant son maximum.

¢ Méthode 2 : Utiliser un argument de convexité de la fonction x — In(x) (faire un graphe).
La fonction x — In(x) est concave donc sa courbe est en dessous de ses tangentes, en particulier sa
tangente en 1 d’équation y = x—1.
Ainsi,ona: In(x) <x-1 etafortiori In(x) < x+1 (puisque x—1 < x+1).

(b) Calculer f'(x) pour x > 0 et déterminer son signe et les variations de f.

f estdérivable sur R} comme produit et composée de fonctions dérivables eton a:

eI+ W
2

In() 1 +1
X

)e(”%)l“(’” =(-In(x) +x+1) >0

o -1
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car —In(x) + x + 1 > 0 d’apres la question précédente et on a x* > 0 et e+3)nG) 5 o  Méthode 1 : Etudier les variations de la fonction x — x —In(x) et en déduire qu’elle est positive en cher-

Ainsi, f'(x) > 0 sur R} et f est strictement croissante Rj. chant son minimum (a faire).
3. Montrer que f(x) ~ x puis en déduire la limite de f en +oo. e Méthode 2 : Plus subtil : Utiliser un argument de convexité de la fonction x — In(x) (faire un graphe en
+00 £ faisant apparaitre x — In(x), x — x et x — x — 1).
Montrons que : xgrpm - =1. La fonction x — In(x) est concave donc sa courbe est en dessous de ses tangentes, en particulier sa tan-
R o fx) gente en 1 d’équation y = x—1.
On a, d’apreés le calcul déja fait plus haut : T =e x . Ainsi,ona: In(x) < x—1 etafortiori In(x) < x (puisque x—1 < x).
Or, lim In(x) =0par C.Cdonc lim e =1 par composition. . . M six>0
| X—+400 X . x—+00 2. On définit la fonction f sur R, par: f(x) =4 x—In(x) .
Ainsi, f(x) o x donc xlil}lmf(x) = xliglmx = +o00. -1 six=0
(a) Montrer que f est continue sur R, .

- E.XERCICE 5 . ) xIn(x®) -2x six#0 e Lafonction f est continue sur R} comme quotient de fonctions continues de dénominateur non nul
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x)= {0 six=0 (x—In(x) >0 sur R}).

1. Montrer que f est impaire. * Continuité en 0: In(x) In(x)

On vérifie: YxeR*, f(-x) = —xln((—x)z] +2x=— (xln(z) —2x)=-f(x) donc f est impaire. Ona: x-In(x) 3 —In(x) car x = o(In(x)) donc: f(x)= I 0 —Inw) = -1 par quotient.

2. Montrer que f est continue sur R. Ainsi: lim f(x)=-1= f(0) donc f estcontinue en 0.
Continuité sur R* : =0
Comme x% >0, x — In(x?) est continue sur R* donc f également par produit et somme.
Continuité en 0 :

Remarque : On aurait aussi pu factoriser parIn(x)
Ainsi f est continue sur R.

Ona: lin01+ flo= lirf)l+ 2xIn(x) - 2x =0 = f(0) car lirg+ xIn(x) = 0 par CC. (b) Etudier le signe de f(x). n(x)
— — — n(x
Commé fest impefire lim f(x) =0= f(0). * On a déja vu que x —In(x) > 0 sur R} donc f(x) = T I est du signe de In(x) sur R}.
x—0" -
Donc f continue en 0 et donc sur R. Ainsi, Vx €10, 1], f(x) <0 et Vxe[l, oo, f(x) >0.
3. Montrer que | est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour tout x # 0. (c) Déterminer lalimite de f en +oco.
f est dérivable sur R* comme composée produit somme et on a pour tout x € R* : Ona: x—In(x) ~x car In(x) = o(x) donc: f(x) - ln)(cx) par quotient.
o0 () 00
2x L
f'x) =In(x*) + x=5 -2 =In(x") Ainsi: lim f(x)= lim @ _y par C.C.
X X—+00 x—+o0o X
. . 10) —
4. Lafonction f est-elle dérivable en 02 (d) Montrer que f est dérivable ga dr01.te) en 0 etque f,(0) =0.
) . On calcule la limite du taux d’accroissement en 0.
On calcule le taux d’accroissement en 0.
In(x)
x) - £ xIn(x?) - 2x - f( Tn — D In(x) +x—1
lim fe =70 = lim o) = lim In(x*) -2 — —oc0 lim fx -0 = lim W = lim nix) + x = 1n(x) = lim =0 parquotient
x—0* x-0 x—0" X x—0* 0 -0t x-0 x—0* x—0 -0t x(x—In(x)) x—0+ x —In(x)
donc f n’est pas dérivable en 0. Ainsi, f est dérivable (a droite) en 0 et fl; 0)=0.
5. Dresser le tableau de variations de f, limites comprises puis tracer une allure de sa courbe représenta- () Justifier que f est dérivable sur R" et calculer f’(x) pour tout x de R*.
tive. La fonction f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables de dénominateur non nul
f impaire donc on fait I'étude sur R.. (x—In(x) >0 sur R}). Pour tout x>0, 0ona:
On a, avec la dérivée de Q3 1 1
= X (x-In())-In()(1-1)  1-Inx)
@) =) >0 = x*>1 <= x>1 carx>0 fo= (x—In(x))? T (x—In(x))2
Ainsi, f est décroissante sur ]0; 1] puis croissante sur [1, +ool. (f) Dresser le tableau de variation de f.
1 P :
D’autre part,ona: lim f(x)= lim 2xIn(x)-2x= lim 2xIn(x) (1 - —) =+o00 par produit. our tout x >0, ona
x—+00 x—+00 xX—+00 In(x) 1-In(x)
Donc par imparité : f est décroissante sur ]—1;0] puis croissante sur ]—oo, —1] et xljr}lmf(x) = —o0. >0 = ﬁ >0 < In(x) <1 < x<e parcroissance de x — e*
x |-oo —1 1 +oo‘ Ainsi,ona:
2 +oo‘ X 0 e +00
[ / \ / ‘ 0 + 0 -
o -2
| 1
e—1
- EXERCICE 6 - f(x) / \
1. Montrer que pour tout x>0: x—In(x) > 0.
-1 0

-5/9- D -6/9-



- EXERCICE 7 -
On considere la fonction f définie par: f: x— In(e* —e™) — x.
1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

Onrésout: e'-e ¥>0 < e*>1 < 2x>0 < x>0 donc 9;=R}.

2. Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition puis calculer sa dérivée.
—X

2
f est dérivable comme composée et somme et on obtient aprés calculs : f'(x) = -
e‘—e
3. Dresser le tableau de variations de f, limites comprises.

Comme e* —e™* > 0 d’apres les calculs de Q1, on a: f’(x) > 0 sur R} donc f est strictement croissante sur
R:.

Pour les limites, on factorise par e* dans le In ce qui donne :

f(x)=InEe") +In(1-e>")—x=In(1-e>)

On trouve alors : lin}) f(x) = —oo par composition et HIP f(x) =0 par composition.
X— X—+00

X 0 +00

0
ro |

‘—OO

4. Lafonction f est-elle prolongeable par continuité en 02
La fonction f n’est pas prolongeable par continuité en 0 car lin(1) = —00.
e

(x+1)e V¥ six#0

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = . .
0 six=0

- EXERCICE 8 - {
1. (a) Montrer que | est continue sur R*.
f continue comme composée et produit de fonctions continues (x # 0 donc x — 1/x continue).

(b) Déterminer les limites de f en +oo, —oo, 0" et 0~. La fonction f est-elle continue en 02
e lim e /¥
X—+00

¢ De méme, xgrp f(x) = —oo par produit.

=1 par composition donc xlillloo f(x) = +oo par produit.

e lim —1/x=-ocodonc lim e”'/* =0 par composition puis lim+ f(x) =0 par produit.
x—0% x—0* x—0
e Deméme, lim —1/x = +oodonc lim e
x—0" x—0"

Comme lirg f(x) = +o0, lafonction f n’est pas continue en 0.
m

* = too par composition puis liI{)l f(x) = +oo par produit.
o

-

(c) Montrer que f est dérivable (a droite) en 0 et que f{; (0) =0. (On pourra poser t = 1/ x).

On calcule la limite du taux d’accroissement en posant ¢ = 1/x.

lim w = lim
x—0* x—0 x—0t X

+1
X1~ Jim (r4 et =0 par CC
t—+oo

d’ott le résultat.

!\J
—
o

fad

Justifier que [ est dérivable sur R* et calculer [’ '(x) pour tout x de R*.
[ est dérivable comme composée et produit de fonctions dérivables (x # 0 donc x — 1/x dérivable).
R , P+x+1 1/x
On trouve, apres calculs: f"(x) = — .
X

(b

=

Dresser le tableau de variations de f.

Comme e~ V/* > 0 et x? > 0, le signe de f’ est donné par le signe du numérateur x> + x + 1.

Or, le discriminant de x? + x + 1 vaut —3 donc x* + x+ 1 > 0 (discriminant négatif donc pas de racines
donc trinéme du signe de a = 1).

Ainsi, f’ >0 sur R* et f est strictement croissante. On a alors :

X —00

0
£ / +ooﬂ / +
1l I-I
U

+00

(o]

—00
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- EXERCICE 9 - 2 —tIn(r) sit#0

On considere 'application f : [0; +oo[— R définie, pour tout ¢ de [0; +oo[, par: f(f) = 0 ir=0"
sit=

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0,7, J) et on admet : 0,69 < In(2) <
0,70.
On admet: 0,69 < In(2) < 0,70.

1. Montrer que f est continue sur [0; +ool.
La fonction f est continue sur ]0, +oco[ comme produit et différence de fonctions continues sur ]0, +ool.
De plus,ona: ling tIn(t) =0 par croissance comparée et donc on obtient par somme de limites :
t—

i =1l 2— =0=
ltllréf(t)—lg%t tIn(¢) =0 = £(0).

Donc f est continue en 0 et ainsi, la fonction f est continue sur [0, +oo][.

2. Justifier que f est de classe C? sur ]0; +oo[ et calculer, pour tout ¢ de |0; +ool, f'(£) et f" ().
Lafonction f est de classe C? sur 0, +oo[ comme produit et différence de fonctions de classe C? sur 0, +ool.
Pour tout £>0,0ona:

flm=2t-In(-1 et f't)=2- %

3. Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en +oo.
Déterminons le signe de f” ce qui nous donnera les variations de f’ puis son signe. On a:

1 1
f”(t)}O«:»Z—;}Oc»t}i

On obtient donc, en remarquant que :
e f/(1/2) = -In(1/2) =In(2) >0

* f(t)=t2—tln(r): tz(l_ln%) In(z)

— +oo par produit car — 0 par croissance comparées.
()

t—+ t—+o0

¢ 0 1/2 +oo
Jl0) - 0 +
'@ \ /

In@)
@ +
+00
fo |
0

4. Montrer que C admet une tangente verticale en O.
Ftudions la limite du taux d’accroissement en 0*. On a:
- f(O
TO-TO 1 — +oo
-0 t—0*
Donc f n’est pas dérivable en 0 mais la courbe C admet une (demi-)tangente verticale (d’équation x = 0).
5. Montrer que C admet un seul point d’inflexion et déterminer I'équation de la tangente en ce point.
La fonction f étant de classe C? sur]0, +oo[, C admet un point d’inflexion en a ssi f” s’annule et change de
signe en a.

1

Or, d’apres le tableau de variations, f "(¢) s’annule et change de signe si, et seulementsi, ¢ = >
1 1 1 1 1 In(2
Deplus,f(i): 1 ( ): n(2)

Z_Zln|=
4 2 2

4 2

11 In(2
Ainsi, C admet un unique point d’inflexion I de coordonnées (5, n + %)

6. Déterminer 'équation de la tangente au point I puis tracer l'allure de C. On fera apparaitre la tangente
1 1 1
La tangente au point d’inflexion a pour équation y =In(2) (t - 5) +f (5) =In@2)t+ T

On obtient :
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=

7. Montrer que Péquation f(¢) = 1, d’'inconnue ¢ € [0; +oo[, admet une solution et une seule et que celle-ci
est égaleal.
La fonction f est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ donc f réalise une bijection de [0, +oo[ sur
[0, +oo[ (d’apres les calculs précédents) .
De plus, 1 € [0, +oo[ donc I'équation f(f) = 1 admet une unique solution dans [0, +oo].
Comme f(1) = 1, cette unique solution est 1.
Finalement, I'équation f(¢) = 1 admet une unique solution sur [0, +oo[ qui est 1.
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