ECG2 Probabilités 3 - Lois usuelles a densité
éE')tﬂ}RlCIfC nction définie sur £ s 1<0
oit f la fonction définie sur R par: = .
P ate™® sit>0

1. Rappeler I'espérance d’'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 2.
2. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.
3. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f.

(a) Déterminer la fonction de répartition de X.

(b) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

- EXERCICE 2 - 1
Soient U — % ([0, 1]) et A € R}. On considére la variable aléatoire : V = —zln(l -U).

1. Déterminer la loi de V. Donner son espérance et sa variance.

1
2. Onpose Z = 2 Montrer que Z est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de Z.

- EXERCICE 3 - 0 six<0
On définit la fonction G sur R par: G:x— eX—1 si0<x<In(2).

1 six>1n(2)

1. Montrer que la fonction G est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité notée X puis
donner une densité de X.

2. On note U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
On pose V = In (1 + U?) et on note Fy la fonction de répartition de V.

(a) Justifier que V(Q) = [0, In(2)] puis donner Fy (t) pour ¢ <0 et pour ¢ >In(2).
(b) Montrer que V suit la méme loi que X.
(c) Ecrire une fonction Python d’entéte "def Simu_X() :" qui permet de simuler la variable X.

- EXERCICE 4 -

Soit A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A. On note Fx sa fonction de
répartition. Soit Y est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {-1, 1}.

On suppose que X et Y sont indépendantes. On pose Z = XY. On admet que Z est une variable aléatoire et
on note F sa fonction de répartition.

1. En utilisant le systeme complet d’événements {(Y = 1), (Y = —1)}, montrer que :
1
VxeR, Fz(x)= 5(FX(x) —Fx(-x)+1).

2. Rappeler I'expression de Fx(x) pour tout réel x puis montrer, a I'aide de la question 1, que la fonction de

1

—elx six<0
répartition F, de la variable Z est définie par: Fz(x) = 2 1 .

1- Ee"’lx six>0

3. En déduire que Z est une variable aléatoire a densité. On dit que Z suit une loi de Laplace de parametre A.

P A
4. Etablir alors qu’'une densité de Z est la fonction f, définie pour tout réel x par: fz(x)= Ee’lm.

+00

1
5. Justifier sans calcul que l'intégrale f Axe M dx converge et vaut T
0

6. Montrer que f est une fonction paire et en déduire I'existence et la valeur de E(Z).
7. Onrappelle que la commande "rd.exponential(1/alpha)" permet de simuler une variable aléatoire de
loi &(a) (attention, le parametre est 1/a).
Ecrire une fonction Python d’entéte "def Simu_Z(alpha) :" qui permet de simuler laloi de Laplace de
parameétre alpha.
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- EXERCICE 5 -
On consideére une suite (X,),en+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle de
parameétre 1 et on définit la variable aléatoire T, = max(Xj,..., Xp).

ne*(1-e )"

0 six<0’

six>0
On note f;, la fonction définie sur R par: f,(x) = { i
. Calculer pour tout n € N* et pour tout x € [Ri, la probabilité P(T, < x).
. En déduire que pour tout n € N*, T}, est une variable aléatoire a densité admettant f,, pour densité.

1
2
3. Montrer que pour tout n € N*, T,, admet une espérance.
4. Déterminer E(T;) et E(T>).

5

1
(a) Vérifier: VneN*, VxeRy, f41(%) — fu(x) = 1 1f,;“(x).

+00 1 +oo
(b) Montrer ensuite, a I’aide d'une IPP: Vne l\l*,f X(fre1(x) = fn(x))dx = Tf for1(x)dx.
0 n 0

(c) En déduire, pour tout n de N*, une relation entre E(T,+1) et E(Ty,), puis une expression de E(T,) sous
forme d’'une somme.

- EXERCICE 6 -

Trois personnes, notées A, B et C entrent simultanément dans une agence bancaire disposant de deux gui-
chets. Les clients A et B occupent simultanément a I'instant 0 les deux guichets tandis que C attend que I'un
des deux guichets se libére pour se faire servir.

On suppose que les durées de passage au guichet des trois personnes A, B et C sont mesurées en heures et
on suppose que ce sont des variables aléatoires indépendantes, notées respectivement X, Y et Z et suivant
toutes la loi uniforme sur [0; 1.

Onpose: U =min(X,Y) et onnote T le temps total passé par C dans I’agence bancaire.

0 six<0

1. Montrer que la fonction de répartition Fy; de U est définie par: Fy(x) =4 2x— x* siog<x<1
1 six>1

2. En déduire que U est une variable aléatoire a densité et donner une densité de U.

3. Déterminer I'espérance de U.

4. Exprimer T en fonction de certaines variables précédentes puis en déduire E(T).

0 six<0

xe ¥ six>0

- EXERCICE 7 -
On considere la fonction f définie sur R par: f(x)= {

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f.

2. Montrer, sans calculs, que X admet une espérance et déterminer sa valeur.

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle de parametre 1. On note
fx, et fx, leurs densités respectives.
On considere la variable aléatoire Z = X; + X5.

On admet alors que Z est une variable a densité et qu'une densité de Z est donnée par la fonction f7 définie
+0o

par larelation suivante, notée (x): VxeR, fz(x)= fx (D fx,(x-0dt (%)

+o00
3. Justifier que: VxeR, fz(x) :f fx () fx, (x—p) dt.
0

4. Le but de cette question est de montrer que Z = X; + X suit la méme loi que X.
(a) Soit x < 0. Justifier que fz(x) =0.
(b) Soit x > 0. En utilisant les expressions de fx, (¢) et de fx, (x — ) suivant les valeurs de ¢, montrer que :
fz(x) = xe ™ .
(c) Conclure que Z = X + X suit la méme loi que X.
5. Déduire du résultat de la question précédente la valeur de E(X) et celle de V(X).
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