ECG2 Probabilités 3 - Lois usuelles a densité - Un corrigé

0 sift<0

ate™' sit > 0

1. Rappeler I'espérance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 2.
Si T — &(2), alors E(T) = %

- EXERCICE 1 -
Soit f la fonction définie sur R par: f(¢) = {

2. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.
e f estpositive ssi a > 0.
* f estcontinue sur R*.

+00 +00
¢ On cherche a tel quef f)de= a[ te 2l dr=1.
—00 0

Or d’apres la question précédente, si T — &(2), alors E(T) = >
+

Or, E(T) :f

—00

o0 +00 ot 1 +00 _or 1
th(t)dt:f 2te dt:—doncf te”dr=-.
0 2 0 4

00
Onadonc:af te?dr=1 < a=4.
0
3. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f.
(a) Déterminer la fonction de répartition de X.
On commence par remarquer que X (Q) =R..
Ainsi, pour x <0,0ona: Fx(x)=0.
X

X
Pour x>0,0ona: FX(x):f f(t)dt:f are 2t dr.
oo o

On effectue une IPP et on trouve :

X
f are? dt=--=—2xe P —e > +1=1-Q2x+1e >
0

Ainsi: Fy(x) = 4" six<0
TN o ex e sixz0

Montrer que X admet une espérance et la calculer.

La variable aléatoire X admet une espérance
+00
ssil'intégrale f tf(t) dt converge absolument

—00

(b

=

+0o

ssil'intégrale f 4r?e”?t dr converge (car I'intégrande est nul sur [-oo, 0 et positif sur [0, +oo]).
o

+o00
Onreconnait le moment d’ordre 2 d'une loi exponentielle: si T — &(2), alors f 2¢%e7 2t dr = E(T?).

0
On adonc

+00 +00
f 4t2e’2’dt:2f 2r%e 2t dt
0 0

=2E(T?)
=2(V(T) +E(T))

1 (1)\? 1
=2({=+|=] |=2==1
22 |2 2
+o00

Ainsi, E(X) existe et E(X) = f ar?e 2t dr=1.
0

- EXERCICE 2 - 1
Soient U — % ([0, 1]) et A € R}. On consideére la variable aléatoire: V = I In(1-0).
1. Déterminer laloi de V. Donner son espérance et sa variance.
1
Comme U(Q) =]0,1,ona0<1-U<1doncV =-=In(1-U) > 0. Ainsi, V est bien défini et V(Q0) = R,.

Déterminons la fonction de répartitionde V.On a: D
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e PourtoutteR_, Fy(t) =0car V(Q) =R,.
e PourtoutteR,,ona:

Fy()=P(V<DH= P(—%ln(l -U) < t)
=P(n(1-U)>-At) carA>0
=P (1 -U> e’“) car exp croissante
=pP(U<1-e)

= FU (1 - eilt)

Mais pour tout € R,,ona(avecA>0): t>0 = —-Ar<0 = 0<e <1 = 1-e*e]o, 1[.
Or,six€]0, 1[, Fy(x) =xcar U — 2(]0,1]).
Onadonc: FV(t):FU(l—e’“] =1-e*,
1-eM sit>0

Ainsi, Fy (1) = { .
0 sinon.

1 1
donc V— &) et E(V)= 1 et V(V)= z

1
2. Onpose Z = v Montrer que Z est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de Z.

1
Comme V >0,ona/zZ= v >0 donc Z(Q2) =R,. Déterminons la fonction de répartition de V.On a:

e Pourtout teR_, Fz(f) =0car Z(Q) =R,.
e Pourtout t€R},ona:

Fz()=P(Z< 1) =P(

A

.. T it>0

Ainsi, Fz(t) = e S.I .
0 sinon.

La fonction F7 est de classe €' sur R* (composée sur [Ri et constante sur R* ).

A
Elle est donc également continue sur R*. De plus elle est continue en 0 car lim+ -5 = —oo donc par com-

t—

A
position lim+ e 1 =0=Fz(0)= li%l 0. Donc Fy est continue sur R.
t—0 =0~

Sl

A
.. . P " . ) —e sit>0
Ainsi, Z est est une variable aléatoire a densité et une densité de Z est donnée par f(t) =< 12
0

sinon.
en dérivant Fz sur R* et en choisissant fz(0) =0.

- EXERCICE 3 - 0 six<0
On définit la fonction G surRpar: G: x— eX—1 sio<x<In(@).

1 six>In(2)
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1. Montrer que la fonction G est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité notée X puis

donner une densité de X.

« La fonction G est de classe €' sur R\ {0,In(2)} (comme composée sur ]0, In(2)[ et comme constante

ailleurs).
¢ Lafonction G est de donc continue sur R\ {0,In(2)}.

De plus, lin(l)O = lin(l)\/ex —1=0=G(0) et lilm(z) 1= lilrr%z) Ver—1=ven®@_-1=y1=1=G(n(2)).
X— X— X—In X—In!
Ainsi, G est continue en 0 et en In(2) donc sur R.

e lim G(x)=0et lim G(x)=1.
X——00 X—+00
X

e
2ver -1

constante ailleurs donc G est croissante sur R.

e Pour tout x € 10, In(2)[, on a : G'(x) =

On peut donc en déduire que G est la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité, notée X.
X

si0< x<In(2)

e
Une densité de X estdonnée par: g:x—< 2ve*—1 en choisissant g(0) = g(In(2)) = 0.
0

sinon

2. On note U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Onpose V = In(1+ U?) et on note Fy la fonction de répartition de V.

(a) Justifier que V(Q) = [0, In(2)] puis donner Fy (¢) pour ¢ <0 et pour ¢ > In(2).
U(Q) = [0, 1]. On a donc par croissance de la fonction carrée et de la fonction In :
0SUK] &= 1<1+U°<2 = In(1) <In(1+U*» <InR) = 0<V <In(@).
Ainsi, V(Q) = [0, In(2)]. On en déduit que : Fy(#) =0sit<0etFy(t)=1sit>In(2).
(b) Montrer que V suit la méme loi que X.
Soit €10, In(2)[.Ona:
Fy(t)=P(V<DH=P(In1+U? <D
=P(1+U?*<eH par croissance de la fonction exp
=P(U?<e’-1)
=P(U < Ve!—-1) par croissance de la fonction racine surR,

=Fy(Vel—1)

Or,0<t<In@2) < 0<e'-1<1 < 0<Ve'—1<1.
Comme U — 2([0, 1]),ona: Fy(t) = Fy(Vel-1)= Vel -1.

0 sit<0
Ainsi,ona: Fy(f) = el—1 si0<t<In(2) =G(¢#) donc V suitla méme loi que X.
1 sit>1In(2)

(c) Ecrire une fonction Python d’entéte "def Simu_X() :" quipermetde simuler lavariable X.
Comme X et V suivent la méme loi, on va simuler V.

> 0 donc la fonction G est croissante sur 10, In(2)[ et

1 import numpy as np
2 import numpy.random as rd

def Simu_X ()
5 U = rd.rand()
6 V = np.log (1+Ux*2)
return (V)

~

- EXERCICE 4 -

Soit A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre 1. On note Fx sa fonction de

répartition. Soit Y est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {-1, 1}.

On suppose que X et Y sont indépendantes. On pose Z = XY. On admet que Z est une variable aléatoire et

on note F sa fonction de répartition. D
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1. En utilisant le systéeme complet d’événements {(Y = 1), (Y = —1)}, montrer que :

VxeR, Fz(x)= %(Fx(x) —Fx(-x)+1).
D’apres la FPT avecle SCE {(Y =1),(Y =-1)},0ona:
Fz7x)=P(Z<x)=PXY<X)=P(XY <xNn[Y=1)+P(XY<x|n[Y =-1])
=PX<xIn[Y=1D+P([-X<xIn[Y =-1])
=PX<x)P(Y=1)+P(-X<x)P(Y=-1) parindépendancede X,Y

1 1

=— < — > -

[] 2P(X\x)+2P(X/ X)

= %P(X <x)+ % 1-P(X<-Xx))
1 1

= EFX(X) + > (1-Fx(=x))
1

Fz(x) = E(Fx(x) —Fx(-x)+1)

A la troisieme ligne, on a utilisé 'indépendance de —X et de Y qui découle de celle de X et de Y (lemme
des coalitions).

A l'avant derniere ligne, on a utilisé le fait que X est une variable a densité ce qui permet d’écrire que :
P(X<-x)=P(X < —x)=Fx(-x).

1
Ainsi, VX€R, Fz(x)= 5(Fx(x) —Fx(-x)+1).

. Rappeler 'expression de Fx (x) pour tout réel x puis montrer, a 'aide de la question 1, que la fonction de

Ax

—e six<0
répartition F, de la variable Z est définie par: F(x) =< 2 .
l—ze’ﬁx six>0
Ona:
Fr() 0 six<0
X) =
X 1-e™ six>0

ce qui donne

0 si —x<0
Fx(-x)=

soit  Fylex) = 0 six>0 [1-e™ six<o0
1-e™ si —x>0 X B

1-e™ six<o |o six>0
On obtient alors :

1 “(0-a-e"™+1) six<0
Fz(x) = E(FX(X) —Fx(-x)+1)=

DN | —

(1-e™-0+1) six>0

soit 1
Ee’lx six<0
Fz(x)= 1
I—Ee_“ six>0

. Endéduire que Z est une variable aléatoire a densité. On dit que Z suit une loi de Laplace de parameétre .

La fonction Fy est de classe €' sur R* comme composée de fonctions de classes € sur chacun des inter-
valles R et R”.
En particulier, Fz est continue sur R*.

1
De plus : lir%)l_ Fz(x)= 5= lilg Fz(x) = Fz(0) donc F est continue en 0 donc sur R.
x— x—0*

Ces deux points permettent de conclure que Z est une variable aléatoire a densité.
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_ A
4. Etablir alors qu'une densité de Z est la fonction f, définie pour tout réel x par: fz(x) = ZeMA,

On obtient une densité f de Z en dérivant F sur R* et en choisissant une valeur pour fz(0). On obtient
alors pour x #0:

%e“ six<0
fz(x)=
—e™ six>0
2
A _aix

car —|x|=xsix<0.
En choisissant fz(0) = > on obtient la densité donnée par 1’énoncé, a savoir :

A
pour toutréel x: fz(x) = Ee_;“x‘.

+00 1
5. Justifier sans calcul que I'intégrale f Axe ™ dx converge et vaut T
0
1
On reconnait 'espérance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A qui vaut T

+oo 1 +oo 1 1
Ainsi, I'intégrale f Axe™"* dx converge et : f Axe " dx= T
0 0

6. Montrer que [~ est une fonction paire et en déduire I'existence et la valeur de E(Z).
Pour tout xe R,ona|— x| =|x| donc:

A A
fri—x)= e = St = fr(x)

donc f7 est une fonction paire.
+o00

E(Z) existe ssil'intégrale f |xfz(x)| dx converge
Or, x — |xfz(x)| est paire car | —x+fz(—x)| =|=xfz(0)| =1xfz(x)l.

Ainsi, E(Z) existe ssil'intégrale f |x fz(x)| dx converge car x — |x fz(x)| est paire
0
+00

ssil'intégrale f x dx converge car xfz(x) = Axe M >0surR,.

0
Or, d’apres la question précédente, cette derniére intégrale converge, donc E(Z) existe.
0

+00
De plus, comme x — x fz(x) estimpaire,ona: f xfz(x)dx = —f xfz(x) dx, et donc d’apres la relation
0o 0

de Chasles : E(Z) =0.

7. On rappelle que la commande "rd.exponential(1/alpha)" permet de simuler une variable aléatoire
deloi &(a) (attention, le parametre est 1/a).
Ecrire une fonction Python d’entéte "def Simu_Z(alpha) :" qui permet de simuler la loi de Laplace
de parametre alpha.

import numpy as np
import numpy.random as rd

def Simu_Z(alpha)
if rand()<1/2

- T T U R C RSN

Y = -1
else
8 Y =1
9 X = rd.exponential (1/alpha)
10 Z = Xx*xY
11 return (2)

-5/9- D

- EXERCICE 5 -
On consideére une suite (X,,) ,cn+ de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponentielle
de parametre 1 et on définit la variable aléatoire T, = max(Xj,..., X;).
ne *(1-e™*)""

0 six<0’

ix>0
On note f, la fonction définie sur R par: f,(x) = { stx=

1. Calculer pour tout 1 € N* et pour tout x € R, la probabilité P(T, < x).
Pour tout i € [1; n], on a X; < max(Xj,..., Xp).
Ainsi, si max(Xj, ..., Xp) < xalors Vi€ [1; n],ona X; < x donc [(X; < x)N...N (X, < x)].
Réciproquement, si [(X; < x)N...N (X, < x)] alorsVi € [1; n]], on a X; < x, et donc max(Xj,..., Xp,) < x.
On adonc:
[max(Xy,..., X)) <x]=[(X; <x)N...n (X, < x)]

Ainsi, pour tout n € N* et pour tout x>0, ona:
P(T, < x) = P max(Xi, .., X,) < x)

:P((Xlgx)m...n(xngx))
<

=P(X; <x)x...x P(X; <x) parindépendance des X;

Or, les variables aléatoires Xj, ..., X,, suivent toutes une loi exponentielle de parametre 1, donc
PX;1<x)=-=P(X,<x)=1-e *cequidonne: P(T,<x)=(1-e)".

2. En déduire que pour tout n € N*, T, est une variable aléatoire a densité admettant f, pour densité.
Comme T,(Q) =]0;+o0o[,ona: P(T, < x) =0 pour tout x < 0.
Ainsi, on a d’apres la question précédente :

1-e™)" six>0

= < = (

Fu(x)=P(Th < x) { 0 six <0

Fy, est de classe € sur R* (par composition et produit sur R’ et constante sur R*).

Elle est donc continue sur R*. De plus, lirgl F,(x)=0= lirg+ F,,(x) = F,(0). Ainsi, F, est continue en 0, et
x—0~ X—

donc continue sur R.

On en déduit que T, est une variable aléatoire a densité .

De plus, pour tout x >0, ona F,,(x) = ne " (1 - e”‘)m1 = fn(x).

Pour tout x <0, F},(x) =0 = f,(x).

La valeur d’'une densité en un point (ici 0) étant arbitraire, on en déduit que f, est bien une densité de T,.
3. Montrer que pour tout 7 € N*, T, admet une espérance.

La variable aléatoire T, admet une espérance
+00

ssil'intégrale f X f,(x)d x converge absolument
—00
+00
ssil'intégrale f nxe *(1-e™*)"dx converge (intégrande positif).
0

n

Or, pour tout x>0,0na: nxe *(1-e ™" ~ nxe " (car lim (1-e¢ )" =1).
+00 n—+oo

+oo +oo
De plus, 'intégrale f nxe *dx=n f xe *dx est convergente (espérance d'une loi exponentielle de
0
parametre 1).

+00
Comme les fonctions considérées sont positives, on en déduit par le TCIFP que l'intégrale f nxe *(1-e ™M) "d.

0
est convergente et ainsi la variable aléatoire T,, admet une espérance.
4. Déterminer E(T}) et E(T5).
+00
On a (espérance d'une loi exponentielle de parametre 1) : E(T}) :f xe *dx=1.
o
Ona:

+oo
E(T») :f 2xe *(1-e Mdx :f
0 0

+00
(2xe™ —2xe ) dx = 2[

+00 +00 1 3
xe‘xdx—f xQe Mdx=2--==
0 0 2 2

+00 1
car f x(2e"2*)dx est'espérance d’une variable de loi exponentielle de parametre 2 qui vaut >
0
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1
5. (a) Vérifier:VneN*,VxeR,, f+1(x) — fn(x) = —mf,gﬂ(x).

(b) Montrer ensuite, a 'aide d’'une intégration par parties :

+oo 1 +oo
VI’ZEN*,[ x(fnﬂ(x)—fn(x))dx:—f for1(x)dx.
0 n+1Jo

(c) En déduire, pour tout 7 de N*, une relation entre E(T,;) et E(T,), puis une expression de E(T},)
sous forme d’une somme.

- EXERCICE 6 -

Trois personnes, notées A, B et C entrent simultanément dans une agence bancaire disposant de deux gui-
chets. Les clients A et B occupent simultanément a I'instant 0 les deux guichets tandis que C attend que
I'un des deux guichets se libére pour se faire servir.

On suppose que les durées de passage au guichet des trois personnes A, B et C sont mesurées en heures et
on suppose que ce sont des variables aléatoires indépendantes, notées respectivement X, Y et Z et suivant
toutes la loi uniforme sur [0; 1].

Onpose: U =min(X,Y) et on admet que U est une variable aléatoire.

On note T le temps total passé par C dans 'agence bancaire.

0 six<0
1. Montrer que la fonction de répartition Fy; de U est définie par: Fy(x) =4 2x— 2 sio<x<1
1 six>1

Comme X(Q)=Y(Q) =[0;1],ona: U(Q)=[0;1].
Donc, pour tout x <0, on a Fiy(x) =0 et, pour tout x > 1,ona Fy(x) =1.
De plus, comme X >min(X,Y) et Y >min(X,Y),ona:

[min(X,Y) > x] = [(X > x) N (Y > x)]
Pour tout x € [0;1],0ona:
Fy(x)=P(U<x)=1-PU>x) =1-Pmin(X, V) > x)
=1-P((X> 0N (Y > )
=1-P(X>x)P(Y >x) (parindépendance)
=1-(1-PX <) (1-P(Y < )

=1-(1-x)(1-x) carXetY suivent une loi uniforme sur[0;1[

=1-(1-2x+x?) =2x-x%

0 six<0
Ainsi: Fy(x)={ 2x-x* sio<x<1
1 six>1

2. En déduire que U est une variable aléatoire a densité et donner une densité de U.
Fy est de classe €' surR\{0;1}.
Donc Fy est également continue sur R\ {0; 1}. La continuité en 0 et en 1 est évidente donc Fy est continue
sur R donc U est une variable aléatoire a densité.
Une densité fiy de U est obtenue en dérivant Fiy sur R\ {0; 1} et en choisissant fi;(0) = fyy (1) =

| 2-2x sixe€l0;1]
fU(x)_{ 0 sinon

3. Déterminer 'espérance de U.

La variable aléatoire U admet une espérance
+00
ssil'intégrale f x fy(x)dx converge absolument
—00
1
ssil'intégrale | x(2—2x) converge (intégrande positif), ce qui est le cas puisque cette intégrale n’est pas

impropre (intégrande continue sur [0, 1]).

1 1 1
On aalors: E(U):f fo(x)dx:f x(2—2x)dx:f @x—2x2)dx =
0 0

2 23]
0 0
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4. Exprimer T en fonction de certaines variables précédentes puis en déduire E(7T).
Le temps passé par C est la somme du temps passé par le premier des deux autres clients et de son temps
de passage, soit: T =min(X,Y)+Z=U+Z.

On a alors, par linéarité de 'espérance : E(T) = E(U) + E(Z) =

NI»—-

1
3

0 six<0

—X

xe six>0

- EXERCICE 7 -
On considere la fonction f définie sur R par: f(x) {

1. Montrer que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f.

¢ f est positive sur R.
e f estcontinue sur R* car constante sur R* et produit de fonctions continues sur R .

+00
f f(t)dt CVsi et seulement si f te~'dt CV car f estnulle sur R_.
Or, on reconnait I'espérance d'une loi exponentlelle de parametre 1.
+o00
Si T— &(1), alors E(T) = f te”'dt=1.Donc f f(#) dt =1 d’apreés la relation de Chasles.
0 —00

donc f est une densité de probabilité.
2. Montrer, sans calculs, que X admet une espérance et déterminer sa valeur.

X admet une espérance <= f xf(x) dx converge absolument
e
— f xf(x)dx converge carg=0sur R_
0

+00
e f x*e™* dx converge
+o00
Or, f x*e *dx = E(T?) avec T — &(1) donc cette intégrale converge. On a alors :
0

+00
E(X) :f e dx=E(T>) =V(D+E(T)?=1+1%>=2
0

La variable aléatoire X admet une espérance et E(X) =2

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle de parameétre 1. On
note fx, et fx, leurs densités respectives.
On considere la variable aléatoire Z = X; + X,.

On admet alors que Z est une variable a densité et qu'une densité de Z est donnée par la fonction f; définie
+00

par larelation suivante, notée (x): VxeR, fz(x)= fx, (D fx(x—0dt (%)

+00

Ix (D fx,(x— 1) dt.
Comme X suit une loi exponentielle, sa densité fy, estnulle surR_. Onadonc: VxeR

3. Justifierque: VxeR, fz(x)=

+00
fz(x) —f fx, (O fx,(x— 1) dt

0 +00
f Fxi (D) fr(x—1) dr+f Fx (O fx, (x— 1) de
_OOT 0

+00
:fo fro () fr, (x— 1) dt

4. Le but de cette question est de montrer que Z = X; + X, suit la méme loi que X.
(a) Soit x < 0. Justifier que f(x) =
¢ Méthode 1:
Comme X;(Q) = X2(Q) =R;,ona: Z(Q)cR; donc fz(x) =0 pour tout x <0.
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e Méthode 2 :
Ona: six<0,alors (x—t) <0 pour tout ¢ € R, donc f, (x — ) = 0 d’aprés la formule de la densité

+oo

de la loi exponentielle donc fz(x) = fx, () fx,(x—1)de=0.
0 —
=0
(b) Soit x > 0. En utilisant les expressions de fx, (¢) etde fx, (x— t) suivant les valeurs de ¢, montrer que :
fz(x)=xe™™.
e VieR,, fx,(H=¢"".

six—r>0 X+t

VEeR,, fr (i 1) 0 six—t<0 0 sit>x
M y JXp (X = 1) =9 (4= _ . .
MR e D e sit<x

Ainsi, on obtient

+00
feo= [ o - nae

X +00
:f e"te"x”dt+f e~ ‘odt
0 x
X
:f e *dt
)
X
:e""f 1dt
0

=xe ™

Ainsi, fz(x) = xe™*
(c) Conclure que Z = X; + X, suit la méme loi que X.
On remarque alors que pour tout xe R:  fz(x) = f(x).
Donc Z et X ont méme densité de probabilité donc elles suivent la méme loi.

5. Déduire du résultat de la question précédente la valeur de E(X) et celle de V (X).
Comme Z suit la méme loi que X, on a en particulier: E(Z) = E(X) et V(Z) = V(X) ce qui donne
e E(X)=E(Z)=E(X;+X2) =E(X))+E(X2) =1+1=2 parlinéarité de 'espérance.
e V(X)=V(2)=V(X1+X2) =V (X)) +V(Xp) =1+1=2 parindépendance de X; et X>.
Ainsi, E(X)=2et V(X) =2.
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