ECG2 Probabilités 3 bis - Loi normale

- EXERCICE 1 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, et ® sa fonction de répartition.
1. Soit x € R. Montrer, a I'aide d'un changement de variable, que: P(X < —x) = P(X > x).
2. Retrouver alors une formule du cours reliant ®(—x) et ®(x).
3. Calculer, en utilisant la table de la loi normale centrée réduite :
P(X<1,94); P(X>1,27); P(-0,14<X<1,65); P(-2<X<-1,34); PIXILD.
4. Déterminer un réel x >0 tel que P(-x < X < x) =0,95.

- EXERCICE 2 -
Sur une ligne de bus, une enquéte a permis de révéler que le retard (ou I’avance) sur 'horaire officiel du bus
a une station donnée, peut étre représenté(e) par une variable aléatoire réelle, notée X, exprimée en minutes,
qui suit une loi normale A (m, 02). On admet que le retard moyen est de 5 minutes.
X-m
1. Donner la valeur de m puis rappeler la loi suivie par la variable X* = ——.
o
2. Onadmet de plus que la probabilité que le retard soit inférieur a 7 minutes est égale a p = 0.8413. On donne
également @ (1) = 0.8413.
En déduire que o = 2.
3. Quelle est la probabilité que le retard soit supérieur a 3 minutes?
4. Sachant que le retard est supérieur a 3 minutes, quelle est la probabilité que le retard soit inférieur a 7
minutes?

- EXERCICE 3 -
Soient X, Xo, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi normale centrée réduite.

1 n
1. Onnote S, = — Z X;. Déterminer la loi de la variable aléatoire S,,.
i=1

1 n
2. Onnote Z,, = \/—> Z X;. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z,,.
niz

3. Répondre aux question précédentes en supposant que les X; suivent toute la loi normale A (m, 02).

- EXERCICE 4 -

On considere deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé (Q, </, P), indé-
pendantes, X suivant la loi normale .4 (0,1) et U suivant la loi discréte uniforme sur {—1,1}.

Onpose Y = UX eton admet que Y est une variable aléatoire a densité , définie elle aussi sur I'espace proba-
bilisé (Q, </, P).

1. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que :

PY<x)=P(U=1nX<xN+P([U=-1IN[X=-x])

2. En déduire que Y suit la méme loi que X.

3. Calculer 'espérance de U puis montrer que E(XY) =0.
+0o 2

x 1
4. (a) Donner lavaleur de E (XZ) et en déduire que f xPe T dx= >
0
(b) Montrer, grace a une intégration par parties que :

A 2 A2 A 2
VAER,: f xteTdx=-Ae T +3f x*e" T dx.
0 0

+00

X2 3
(c) En déduire que l'intégrale f xte Tdx converge et vaut N V2.

0
(d) Etablir finalement que X posséde un moment d’ordre 4 et que E (X4) =3.
5. (a) Vérifier que E(X2 Y2) =3.
(b) En déduire que X2 et Y2 ne sont pas indépendantes. D
-1/2—-

- EXERCICE 5 -

On considere une variable aléatoire X suivant une loi normale centrée réduite. On note ® la fonction de ré-
partition de X et ¢ une densité de X.

On définit la variable aléatoire Y = | X| et on note Fy sa fonction de répartition et fy une densité.

1. Rappeler I'expression de ¢(x) pour tout x réel puis donner la valeur de E(X), V(X) et E(X?).

2. Exprimer, pour tout réel x positif, Fy (x) al’aide de ®(x).

six<0

3. En déduire que Y est une variable a densité et montrer que : fy(x) = . .
2¢p(x) six=0

[2
4. Montrer que Y admet une espérance et que E(Y) = put

5. Justifier que Y2 = X? puis en déduire sans calculs que Y admet une variance et donner sa valeur.

- EXERCICE 6 - X -2i2a
. . . -, . PP —e si x>0

Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie par: f(x) =< a

0 si x<0

1. Montrer que la fonction f est une densité.
Dans la suite de I'exercice, on considere une variable aléatoire X de densité f
2. (a) Vérifier que la fonction g, qui a tout réel x associe xze’leza, est paire.
(b) Rappeler I'expression intégrale ainsi que la valeur du moment d’ordre 2 d’'une variable aléatoire Z
suivant la loi normale de parameétres 0 et a.
(c) En déduire que X admet une espérance et la déterminer.

3. Montrer que X admet un moment d’ordre 2 et le déterminer.
- EXERCICE 7 -
On considere une variable aléatoire X suivant une loi normale centrée réduite. On note @ la fonction de ré-

partition de X et ¢ une densité de X. On considére la variable aléatoire définie par Y = eX etonnote Fy la
fonction de répartition et fy une densité de Y.

1. Exprimer, pour tout réel x positif, Fy (x) al'aide de ®.

0 six<0
2. En déduire que Y est une variable a densité et montrer que : fy(x) = 1 e an(;nz six>0"
2mx
. R ) (In(x))? . s . Ax
3. Soit A > 0. Déterminer lim Ax-— —In(x) puis en déduire que lim fy(x)e™" =+oo.
Xx—+00 X—+00
- EXERCICE 8 - nx?
On pose pour tout 7 € N* et pour tout x € [0,1] : g, (x) = exp (_T)

1
On pose pour tout n € N*: I, :f gn(x)dx.
0

1. Justifier que I, est bien définie.
1

2
2. Montrer, a I'aide d’'un changement de variable affine, que : I, = |/ 7” (d) (Vn)- 5)

3. En déduire que pour tout ne N*,ona: 0< I, < o puis déterminer la limite de I;,.
V2n

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 9 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle &(A).

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire ¥ = v'X.
) e
2. Montrer que Y admet une espérance et que E(Y) = —.

2VA

3. En déduire la variance de Y sans calcul supplémentaire.
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