ECG2 Probabilités 2 - Couples et suites de v.a discrétes - Un corrigé On en déduit que : E(Z) = _2% _ 1% — _§‘
- EXERCICE 1 - 9 9 9

. . . 6. Déterminer la covariance de X etde Y.
On lance simultanément deux dés a trois faces (numérotées de 1 a 3) et on note X le maximum des numéros N PN
.. Onad apres le theoreme de transfert :
obtenus et Y le minimum des numéros obtenus.

1. Ecrire une fonction "SimuXY () " qui simule cette expérience et qui renvoie les valeurs de X et Y. o E(XY)= Z Z ijP(X=DNn(Y=j)= l +0+0 +2§ +451) + 0+3§ +6; +9% = ?:3_6 =
¢+ def simuXy1() ll” 11 5 2
2 D1 = rd.randint (1,4) e E(X)=1.-+2.-+3.===
3 D2 = rd.randint (1,4) g ? 51’ 194
4 return (max(D1,D2),min(D1,D2)) . E(y):1,§+2.§+3.§:?

2. Déterminer laloi conjointe du couple (X, V). donc 20414 4%81-2x11#2+7 4%@81-77) 16
Clairement, X(Q) =Y (Q) = [1; 3]]. cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y)=4- ol = ol = a1 = a
D’autre part, si j > i, 'événement (X = i) n (Y = j) est impossible donc P((X =i)n (Y = j)) =0.

Pour les autres cas, on trouve les probabilités résumées dans le tableau suivant avec par exemple pour i = 2 - EXERCICE 2 -

et j = 1avec des notations évidentes : Soit a € Ret (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N, de loi conjointe :

11 11 2
P(X=2)n(Y=1)=P(D;=1nDy, =2UD; =2NDy=1)=P(Dy=1)P(D2 =2)+P(D1=2)P(D2=1)===+—=—=— . .
(C )N( ) (Dy 2 1 2 =1) (D1 =1)P(D2=2)+P(D1=2)P(D>=1)= 3373379 P([X:lm[Y:]]):ziﬂj.'
X
Y 1 2 3 1. Déterminer le réel a.
+00 +00
1 2 2 Laloi du couple doit vérifier: ) Y P(IX=iln[Y=j)=1.0rona:
' 5 | 5 | 9 =15
1 2 +00 +00 +00 +o00 +00 i+1 i
2 0 = e 1 w1_ (l) 1 ae [)_“e LI
9 ? Zzzt+1 izzoziﬂj;)j! a,;o 2 2,; 21-1/2
3 0 0 5 400 +00 1
Donc ) Y P(IX=iln[Y=j)=1 <> ae=1 < a=-
3. Déterminer les lois marginales. i=1j=1 e
Par application de la FPT, on obtient les lois marginales en additionnant les colonnes (pour la loi de X) et 2. Déterminer les lois marginales.
les lignes (pour la loi de Y). * Ona: X(Q) =N. D’apreés la FPT avec le SCE ([Y = 1) jen, on a pour tout i €N :
Par exemple, en utilisant le SCE ((Y =1),(Y =2),Y =3)),0na:
2 1 1 Lo . R B pey| 1
P(X=2)=P(X=2)N(Y = 1)+ P(X =2)n(Y =2)+ P(X=2)N (Y =3)) = S+ 5 +0= 2 POX=0= ) PUX =00l =D =), Cor = ZMZ e 5T
De méme pour les autres, ce qui donne:: « Ona: Y(Q) =N. D’apres la FPT avec le SCE (IX = i]);en, on a pour tout j € N :
k 1 2 3 k 1 2 3 +oo o] ] 1 too(1)itl 1
1 1 5 et 5 1 1 p(y:j):Zp([X:i]m[y:j]): o - (_) -
P(X: k') § g § P(Y:k) 5 g § i=0 i:0621+1j! 8]' i=0 2 ej'
4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes? 3. Montrer que X et Y sont indépendantes.
Ona: On a pour tout i € N et pour tout j e N:
* P(X=1)n(Y=2)=0 . . 1 1 1 . . 1
11 PX=0)P(Y =j)= i+1—,':T1,':P([X:L]ﬂ[Y:j]) cara=—
* P(X=DP(Y =2) =52 #0 2t eyl ezt e
donc P((X=1)n(Y =2)) # P((X =1)P(Y =2)) donc les variables X et Y ne sont pas indépendantes. donc les variables X et Y sont indépendantes.
5. Déterminer la loi de la variable Z = Y — X ainsi que son espérance.
On a a priori: Z(Q) = {-2,-1,0, 1,2} (mais on peut aussi justifier que Z(Q) = {-2,-1,0} car Y < X). - EXERCICE 3 -
Par exemple : Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On dispose d’'une piéce dont la probabilité de faire
3 2 2 4 "pile" est p €]0; 1 et de (72 + 1) urnes numérotées de 0 a n.
P(Z=-1=P((Y =DnX=2)+P(¥Y =2)n(X=3)) = 9 9 9 Pour k € [[0; n], P'urne numérotée k contient k boules vertes et (1 — k) boules rouges.

De méme pour les autre. On obtient alors : On consideére 'expérience & suivante : on lance 7 fois la piéce, puis on pioche une unique boule dans 'urne
dont le numéro correspond au nombre de fois o1 pile a été obtenu.

k —2 -1 0 1 2 Par exemple, si on a obtenu quatre "piles" au cours de ces n lancers, on pioche dans 'urne 4.
PZ=k 2 4 1 0 On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de "piles" obtenus lors des 7 lancers et Y la
9 9 3 (i_| variable aléatoire qui vaut 1 si'on tire une boule verte et 0 sinon.
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1. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire X. En déduire la valeur de E(X) et E(X?).
X compte le nombre de succes (obtenir pile) lors de n épreuves de Bernoulli (lancer la piéce) identiques et
indépendantes. Donc X suit une loi binomiale de parameétres net p : X — 2(n, p).

X(Q) =[0; n] etpour tout ke [0; n] : P(X =k) = ( )pkq" k

Onaalors: E(x) = np et V(X) = npgq, ce qui donne : E(X2) =V(X) +E(X)2 =npq+ (np)2 =np(q+np).
2. Soit k € [0; n]. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant (X = k].
Sachant que I'événement (X = k) est réalisé, cela signifie que 'on pioche au hasard dans 'urne k dans

laquelle la probabilité de piocher une boule verte vaut > (nombre de vertes sur total). Comme Y prend les

k
valeurs 0 ou 1, la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi de Bernoulli de parameétre —.
n

3. Compléter la fonction suivante pour qu’elle simule 'expérience et renvoie les valeurs de X et Y, les va-
leurs de n et p étant données en parametres.
On rappelle que la commande "rd.binomial (n, p)'" renvoie une réalisation de X — %B(n, p).

On a vu que la loi conditionnelle de Y sachant X = k est une loi de Bernoulli de parameétre = On simule

X
d’abord X puis on choisit p = —
Pour simuler une loi de Bernoulli, on utilise une loi binomiale avec 1 seul tirage.
1+ def simuXY3(n,p)
2 X = rd.binomial(n, p)
3 Y = rd.binomial (1, X/n)
4 return (X,Y)

4. (a) Calculer P(x-p)(Y =0) et P(x—p,)(Y =0). X et Y sont-elles indépendantes?
Sachant que I'évenement (X = 0) est réalisé, cela signifie que I'on pioche dans I'urne 0 qui ne contient
que des boules rouges. Dans cette urne, on ne peut obtenir qu'une boule rouge donc I'évenement
(Y =0) est certain si (X = 0) est réalisé. Ainsi: P(x=0)(Y =0) =1.
Sachant que I'’événement (X = n) est réalisé, cela signifie que ’on pioche dans 1'urne n qui ne contient
que des boules vertes. Dans cette urne, on ne peut obtenir qu'une boule verte donc I’événement (Y =
0) est impossible si (X = n) est réalisé. Ainsi: Px=,) (Y =0) =
Ona:
e dunepart: P(X=n)n(Y =0)=PX=nPx=p(Y=0) =
e d’autre part: P(X = n) # 0 (loi binomiale) et P(Y = 0) # 0 (par exemple si on pioche dans 'urne 0).
donc P(X=n)n (Y =0)) # P(X =n)P(Y =0) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

k E(X
(b) Justifier que, pour tout k € [0; n], P(x—)(Y =1) = . puis en déduireque: P(Y =1) = g

On a vu que la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi de Bernoulli de parameétre —. Ainsi :
n

Vke[0; n], Px=py(Y =1) = n
D’apres la FPT avec le SCE (X = k)o<k<n,Ona:

n
P(Y=1)=) Px-(Y =1)P(X = k)
k=0
2ok
=Y —P(X=k) dapreslaquestion précédente
k=0T
1& E(X
=—>Y kP(X=k = Ll
niz n
- EX)
Ainsi, P(Y =1) = T

(c) Donner laloide Y et son espérance.
E (X ) np
Onaalors, P(Y =1) =
n

. — — D
n

Comme Y (Q) ={0,1}, Y suit une loi de Bernoulli de parametre P(Y =1) = p. Ainsi: Y — 2(p).

n 2
5. (a) Montrerque: E(XY)= Z kP(X=knY =1) puisendéduireque: E(XY) = X7 =p(g+np).
k=1
D’apres le théoréme de transfert, ona:

EXY)= Y Y kéPX=knY=20)
keX(Q) leY ()

n 1
=) Y klP(X=knY=20)
k=0¢=0

n
= Z kP(X=knY =1) carlestermessontnulspour =0
k=1

On a alors :

M:

n
E(XY)= ZkP(X:knY:l) kP(X =k)Pix=1n(Y =1)

k=1 k=1
n k
=Y kPX=k-
k=1 n
1 E(X?
_Z p(X:k): X9
n :
(b) En déduire la covariance du couple (X, Y).
On en déduit alors que :
E(X? EX) EX»-EX)? VX
cov(X,Y) = E(XY) - EQOE(Y) = (n ) _pooEX ( ) _ K )n X7 _ ;)z%quq.

- EXERCICE 4 -

1. Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X(Q) = Y (Q) = [1; n].
Pour tout k € [1; n], on appelle espérance conditionnelle de Y sachant [X = k] 'espérance de laloi condi-
tionnelle de Y sachant [X = k].

n
On note alors Ejx-;(Y) cette espérance conditionnelle, donnée par: Ejx_j(Y) = Z iPix=i(Y =1).
i=1

Montrer que: E(Y) = ZE[X nY)P(X=k).
=1
Comme Y (Q) = [1; n], on a:

E(Y)=) iP(Y=1)
i=1

n
Z Pix=i(Y =i)P(X=k) dapréslaFPT avecleSCE (X = k)ke[[l;n]]

M; hi M:

n
P(X=k) Z iPix=1j(Y =1) enintervertissantles sommes
i=1

=
I

[\/]:

P(X=k)E|x=1y(Y) par définition de E|x_(Y)
k

I
—

2. Ondispose de 1 boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k boules numérotées de 1 a k. On choisit
au hasard une boite puis une boule dans cette boite. Soit X le numéro de la boite et Y le numéro de la
boule.

(a) Déterminer laloide X.
X suit clairement la loi uniforme sur [1; n].
(b) Soit k € [1; n]. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].
Sachant [X = k], on effectue des tirages au hasard dans une urne contenant k boules. La loi condition-
nelle de Y sachant [X = k] est donc la loi uniforme sur [[1; kﬂ.
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(c) En déduire I'espérance conditionnelle de Y sachant [X = k]. 6 X2 =1

D’apres la question précédente, I'espérance conditionnelle de Y sachant [X = k] est celle d’'une loi 7 while lancer(p) != Resl
uniforme, soit : E[ka](Y):—k-'—l. ¢ L2
B 2 9 return (X1,X2)
(d) Déduire de la question 1 I'espérancede Y.
On a clairement X (Q) = [1; n]. De plus, Y (Q) = [1; n] car en particulier si on tire la boite r, on peut 2. Déterminer laloi de X;.
tirer tous les numéros entre 1 et n. On a clairement X; (Q) = N*. Pour tout k € N*, on a alors avec des notations évidentes :
On est donc dans les conditions d’application du résultat de la question 1 ce qui donne avec les résul-
tats précédents : PXy=k)=P(F1F,... FgPry1 U P Py.. . PpFiy)
n = qk p+ pk g parindépendance des lancers
E(Y) :];E[X:k](Y)P(sz) = pg(q* "+ pF Y
n
= Z El Ainsi, P(X3 =k) = pq(qk’1 + pk’l) pour tout k € N*.
— 2 n
kil " 3. Montrer que X; admet une espérance et que E(X);) = 2 + ﬁ
22— Z(k+1) +00 q+oop
=1 X, admet une espérance ssi Y kP(X;=k) CVA ssi Y kpqg*+pFhcv.
1 (n(n+1) n+l 1 n+3 k=1 k=1
P L e Or, onapour NeN*:
(e) Déterminer laloi conjointe du couple (X, Y). N k=1, k-1y _ N k-1 N k-1
Onavuque X(Q)=[1;n)etY( Q) =[1;n]. ];kpq(q +Pe)=pq glkq +kX::1kp
Soitie[l;n]etje[l;n].Ona: ( Lo )_q+p
* Sij>i,P(X=inY = j)=0cardans ce casl'urne lln;: contient pas la boule j. Nz P4 -2 a-p?l p q
*SUjSLPX=inY =j)=PX=0)Px=i(Y =j)= PR équiprobabilité. car on reconnait deux séries dérivées de la géométrique convergentes (car0<p <let0<gqg<1.
11 sij<i Ainsi, X; admet une espérance et que E(X;) = Py ﬂ.
Finalement,ona: P(X=inY=j)=4 ni = . p
0 sij>i 4. Déterminer laloi du couple (X, X5).
(f) Déterminer laloide Y sous forme d’'une somme (qu'on ne cherchera pas a calculer). On a clairement X; (Q) = X>2(Q) =N" et pour tout k e N* et £ e N*, on a alors avec des notations évidentes :
Soit j € [1; n]. D’apres la formule des probabilités totales avec le SCE (X = Die[y;nppOnAa: P(Xy=kNXp=0)= P(Fy...Fy Ps1 . Pore Frover UPL..PiFist...Froe Procer )
————— ———— —— ————— —— ——
Py < 1 PXiny i 1 P(Xiny =i n 11 ) ba est null L série1  série2 finsériez série1  série2  fin série2
( _])_i; (X=in _])_i; (X=in —t)—Z};; car la proba est nufle pour i < =q*p’q+p"q’p parindépendance des lancers
- —_ qk+1p[ +pk+1qf
fi 1 I t implifier. Ainsi, P(Y = j)=— ) -. . S . . o " . . . o
ormule que Lon ne peut pas simplifier. Ainsi, P(Y'= /) l_z} i En effet, il y a k faces (premiére série puis ¢ piles (deuxiéme série) puis 1 pile pour terminer la deuxieme
série (et inversement).
~ EXERCICE S - Ainsi, P(X; = kn X, = 0) = ¢ pf + pF 1 ¢ pour tout ke N* et £ € N*.
On effectue une succession infinie de lancers indépendants d’'une piece donnant pile avec probabilité p. 5. En déduire laloi de X».
Onnoteg=1-p. D’apres la FPT avec le SCE ([X = k) genv+, on a pour tout £ € N* :

On dit que la premiére série est de longueur n > 1 si les n premiers lancers ont amené le méme co6té de la too oo
piéce et le (1 + 1)-iéme Pautre coté. De méme la deuxiéme série commence au lancer suivant la fin de la PXp=0)=) PXi=knXo=0)=)Y q"'p’+pq’
premiére série et se termine au lancer précédant un changement de coté. k=1 k=1

Par exemple si les lancers donnent les résultats FFPPPPPPFFFPP... alors la premiére série est de lon- I =
gueur 2 et la deuxiéme est de longueur 6. =pda thl q9+aqp thl p
Soient X) et X; les variables aléatoires égales aux longueurs de la premiére et deuxiéme série. N 1 N 1
4 4
1. On suppose écrite une fonction "lancer (p) quirenvoie 1 pour Pile et 0 pour Face. =pP4q (m - 1) +qp (ﬂ - 1]
Compléter alors la fonction suivante qui simule cette expérience et qui renvoie les valeurs de X; et Xo,
) N _e 9, ¢ P_ -1 2, 012
lorsque p est donné en parametre. =pq P +q'p q_ p qg+tq p
i def simuX1X2(p) 1o 1o
2 Resl = lancer (p) Ainsi, P(X; =¢0)=p° g~ +q"~ p” pour tout £ e N*.
3 X1 =1 6. Montrer que X, admet une espérance et que E(X>) = 2.
4 while lancer(p) == Resl . .= N (-1 2, 012
i X, admet une espérance ssi ) ¢P(Xp=/¢)CVA ssi Y [(p G +q"'p ] CV.
° 0=1 =

:
X1 = X1 + 1 |:| ~ =
-5/15- -6/15-



Or,onapour NeN*:

N N
é(pi—1q2+ qi—lpz) =q*Y op' 4 p? y 0q"!
1 =1 =1

(o) 7 (=)
Netoo (1-p)2 p 1-q2)"

M=

l

car on reconnait deux séries dérivées de la géométrique convergentes (car0<p<let0<g<1.

Ainsi, X, admet une espérance et que E(X3) = 2.
1 1
. Montrer que E(X; X)) existe et que E(X; X)) = E + ;

D’apres le théoreéme de transfert, on a:

+00 +00 oo +oo
E(XiX») existe ssi Y. Y kOP(X;=knXp=¢)CVA ssi Y Y k[(qk“ p’+p*iqt ) CV.
k=1¢=1 k=1¢=1

Or,ona:

A B
k/qk+1pg+ Z Z képk“qé
k=1¢=1

1
M=
M=

A B
Z Z k[(qk+1pf+pk+lq(]
k=1¢=1

bl
ST}
—
~
1l
—

B A B
qu+1 Z[p!+ Z kpk+1 Z[ql
k=1 (=1 k=1 (=1

2 A le /-1 2 A le /-1
=q°pY kg 'Y epTr 4 piq ) kp*T Y 0q"

k=1 /=1 k=1 /=1
, 1 | 1
b T Pz = p2 TP T pZ - g2
1 1
= — 4 —
P a

1 1
Ainsi, E(X; X») existe eton a E(X; X) = ; +—.
p

. On suppose que p = 1/2. Montrer que X; et X, sont indépendantes.
On a d’apres les calculs précédents, en remplacant p et g par 1/2:

PXi=knXo=20)=1/2)F1172)" + 1/2)k 1 (1/2)¢ = 2(1/2)0F+1 = (172)¢+F

et

P(X1 = k) = (1/2)172)((1/2 1+ 1/2F Y = 1/2% et P =0)=1/2)0 122 +1/2)0 122 = 112)¢

Ainsi, on abien : pourtout ke N* et e N*: P(X; = knXp =) =P(X; = k) x P(X, = ¢) donc X et X, sont

indépendantes.

1
. On suppose que p # 1/2. Vérifier que cov(X;, Xp) =4 — ﬁ puis en déduire que X; et X, ne sont pas indé-

pendantes.
On a, en remarquant que p2 + q2 =(p+ q)2 -2pqg=1-2pq:

cov(Xy, Xp) = E(X1 Xp) — E(X1) E(X>)

1 20+ 47
pq pq
_1—2(1—2pq)_4pq—1_4_ 1
prq pq pq

Si X; et X, étaient indépendantes, on aurait :
. 1 . 1 N
cov(Xy, X2) =0 soit pg= 1 soit p= 3 apres calculs

Or, p # 1/2 donc X; et X, ne sont pas indépendantes. D
-7/15-

- EXERCICE 6 -
1. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé et a valeurs dans N. On
dit que les deux variables X et Y sont échangeables si :

V@, ) eN?, P(X=iln[Y =j)=P(X=jIn[Y =]

(a) Onsuppose que X et Y sont deux variables indépendantes et de méme loi. Montrer que X et Y sont
échangeables.
Si X et Y sont deux variables indépendantes et de méme loi, alors, pour tout (i, j) € N2,

P(X=inY=j)=P(X=0)P(Y=]) car X et Y sont indépendantes
=P(Y=0)P(X=j) car X et Y ont la méme loi
=P(X=jnY=1) car X et Y sont indépendantes,

donc X et Y sont échangeables.

(b) On suppose que X et Y sont échangeables. Montrer, a 'aide de la formule des probabilités totales,
que:
VieN, PX=i)=P(Y =i

Soit i € N.

+00
P(X=i)=) P(X=inY=j) dapreslaFPTavecle SCE (Y = j)jen
j=0
+00
= Z PX=jnY=1) car X et Y sont échangeables
j=0
=P(Y=1) d’apres la FPT avec le SCE (X = j) jen

Onadoncbien:VieN, P(X=1i)=P(Y =1i).
2. Soient n, b et c trois entiers strictement positifs. Une urne contient initialement » boules noires et b
boules blanches. On effectue 'expérience suivante :

¢ On pioche une boule dans 'urne et on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si cette boule est noire et
2 si elle est blanche.

¢ Onreplace la boule dans 'urne et on ajoute dans 'urne ¢ boules de la méme couleur que la boule qui
vient d’étre piochée.

¢ On pioche a nouveau une boule dans 'urne et on note Y la variable aléatoire qui vaut 1 si cette seconde
boule piochée est noire et 2 si elle est blanche.

(a) Donner laloide X.
Ona X(Q) ={1,2}.

De plus, P(X =1) = P(N)) = n et P(X=2)=P(B;) = L
b+n b+n

(b) Déterminer laloi du couple (X, Y).
Ona X(Q)={1,2} et Y(Q)={1,2}.
On: PX=1NnY=1)=PX=1)Px=1(Y=1).
Sachant X = 1, on a tiré une noire et donc rajouté c noires dans 1'urne qui contient au moment du
second tirage n + ¢ noires et b blanches.

c+n n n+c
Onadonc: Px—1(Y=1)=— etdonc P(X=1NnY=1)= _
. +b+c b+n b+n+c
De méme, on obtient
P(X=1nY=2)= " b
B T " b+nb+n+c’
P(X=2nY=1)= b n
B " T b+nb+n+c’
b b+c

PX=2nY=2)=— —,
( ) b+n b+n+c
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(c) Déterminerlaloide Y.
D’apres la FPT avecle SCE (X =1,X =2),ona:

PY=1)=PX=1INnY=1)+PX=2nY=1)
n n+c n b _ nn+c+b) . n

“binb+n+c b+nb+n+c b+imb+ntc bin

Onaalors: P(Y=2)=1-P(Y=1)= .
b+n

(d) Montrer que X et Y sont échangeables mais ne sont pas indépendantes.
* Ona:
PX=1nY=2)=PX=2nY=1)
donc X et Y sont échangeables.
* Ona
bn bn

P(X:le:Z):m et P(X:l)P(Y:Z):m#P(X:le:Z)

donc X et Y ne sont pas indépendantes.

- EXERCICE 7 -
On considére une urne contenant 7 boules numérotées de 1 a n et on tire au hasard deux boules, avec
remise dans cette urne.
On note X la variable aléatoire égale au numéro de la premiéere boule et Y la variable aléatoire au numéro
de la deuxieéme boule.
1. Justifier que X et Y sont indépendantes.
Les tirages se faisant avec remise, 'urne garde la méme composition entre les deux tirages. Donc X et Y’
sont indépendantes.
2. Onpose S=max(X,Y).
(a) Justifier que pour tout k € [1; 1], les événements (S < k) et (X < k) N (Y < k) sont égaux.
On a par définitionde S: S> XetS>Y.
Ainsi, si (S< k) alors (X <S< ket (Y <S<k)donc (X<k)n(Y<k).
Réciproquement, si (X < k) et (Y < k) comme S=XouS=Y,ona: (S<k).
Finalement, les évenements (S < k) et (X < k) n (Y < k) sont égaux.
(b) En déduire P(S < k) puis donner laloi de S.
On a alors en utilisant I'indépendance de X et Y :

PS<k=P(X<kn(Y <k)
=P(X<k)P(Y<k) parindépendancede X,Y

kk k

=—— carPX<k=PX=1u---uX=k)=—

nn n

k 2

Ainsi, P(S< k) = (—)
n

Pour obtenir laloi de S, on remarque que: (S<k)=(S<k-1)uU(S=k) cequidonne:
PS=k=PS<k)—P(S<k-1).
On aalors:

n? n?

2 N2 1212 _
P(S=k)=P(S<k)—P(S<k—1)=(%) —(%) =k k-1) =2k !

- EXERCICE 8 -
On considére une suite (X;,) ,cn de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi géomé-
trique ¢4(p). Onnote Z, = min(Xy,..., X,).
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1. Pour tout k € N*, pour tout j € N, montrer que: P(X; > k) = q~.

L'évenement (X > k) signifie que I'on obtient au moins k échecs avant le premier succes. En notant E; un
échecaurangi,onadonc: (X;> k)= (E;n---nEy) peuimporte ce qui suit. On a donc par indépendance :

P(X;>k)=P(Ein--nE)=q*

n
2. Justifier que [Z, > k] = ()[X; > k.
j=1
On a par définition de Z, (mindes X;)): Vj € [1; n] Z,<X;.
n
Ainsi, si (Z, > k) alors Vj € [1; n], (Xj> Z,> k) donc ﬂ [X; > k.
j=1
n
Réciproquement, si ﬂ [X; > k], Z, étant'une des variables X;, on abien (Z,> k).
j=1
! n
Finalement [Z, > k] = (1] [X; > kI.
j=1
3. Endéduire P(Z, > k) puis montrer que Z, suit la loi géométrique de parametre 1 — g".
On aalors:

P(Zy> k) :P(ﬂ[Xj > k])
j=1

1l
=

P(Xj>k) parindépendance

~.
I
—

I
T
{
kel
Il
N
{
.
=
N
I
{Q
=
kel

Comme X;(Q) =N*, on a également : Z,(Q) =N" et pour tout k€ N*, ona:
P(Zy=K)=P(Zy>k-1)=P(Z,> k) = "%V = g"* = (¢")* " (1-¢")
Ainsi, Z, suit la loi géométrique de paramétre 1 — g".

- EXERCICE 9 -

On considere B et G deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi de Bernoulli

1
2B (p) et une loi géométrique &4 (5) .

1. On considére a variable aléatoire P = BG. Déterminer la loi de P et calculer E(P).
OnaB(Q)={0,1} et G(Q) =N* donc P(Q) = BG(Q) =N.
Pour k=0,0ona:
P(P=0)=PBG=0)
=PB=0 carG#0
=1- p
Pour tout ke N*,on a:
P(P=k)=PBG=k)
=PB=1nG=k) carB(Q)=1{0,1}
=P(B=1P(G=k) parindépendance

1\ 11
:”(5) 2

11k

-3
Ainsi,P(P:O):l—petP(P:k):ZEkpourk}l.

1
Comme B et G sont indépendantes, ona: E(P) = E(BG)=E(B)E(G)=p

—=2p.
12 P
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2. On consideére a variable aléatoire S = B + G. Déterminer la loi de S et calculer E(S).
On a B(Q) ={0,1} et G(Q) =N* donc S(Q) = BG(Q) =N*.
Pour k=1,ona:

P(S=1)=PB+G=1)
=PB=0nG=1) carsiB=1,B+G>2
=PB=0P(G=1) parindépendance
I-p

—a-pi=2P
R S

Pourtout k>2,ona:
P(S=k)=PB+G=k)

=P(B=0nG=kluB=1nG=k-1)) cark>2donck-1>1
=PB=0P(G=k)+P(B=1)P(G=k-1) parindépendance

Nk 1\k-1
:(l_p)(i) +p(z)

_lop, p _loptip l4p

2k k-1 " 2k 2k
1- 1+
Ainsi, P(S=1) = — Poetp(S=k = ka pour k > 2.
1
Par linéarité de 'espérance, ona: E(S)=EB+G) =EB)+EG) =p+—=p+2.

1/2

- EXERCICE 10 -
Soit Y une variable aléatoire dontlaloiest donnéepar: Y (Q2) =NetpourtoutkeN, P(Y =k)=(1 —e’l)e’k.
On considére une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur {-1, 1} etindépendante de Y.
Enfin, on considére 7 la variable aléatoire définie par: T=UY.
1. Déterminer E(T).
Ona: E(T)=EWUY)=EU)E(Y) parindépendancede U et Y.

1 1
Or,ona: E(U):—1§+1§:0 donc E(T)=0.

2. Les variables Y et T sont-elles indépendantes?
On cherche un contre-exemple pour montrer que les variables ne sont pas indépendantes.
D'unepart: P(T=1D)N(Y =0)=P(UY=1)N(Y =0)=P((0=1)n(Y=1)=0
car ’évenement (0 = 1) est impossible.
D’autre part :
1
P(T=1)=P(U=1)NnY=1))=PU=1)P(Y=1)= 5(1 —e e '#0etP(Y=0)=(1-e"1)#0
donc P(T=1)P(Y =0)#0.
Ainsi, les variables T et Y ne sont pas indépendantes.
3. Montrer que E(YT) =E(Y)E(T) =0.
Onavuque: E(T)=0 donc E(Y)E(T)=0.
D’autre part: E(YT)=E(YUY) = E(UY? = E(U)E(Y?) =0 car les variables U et Y sont indépendantes
=0
(donc U et Y? aussi par lemme des coalitions).
Ainsi: E(YT) = E(Y)E(T) =0.

- EXERCICE 11 -
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parametre p.
SoitS=X+YetD=X-Y.
1. Montrer que E(SD) = E(X?) — E(Y?) = 0 puis en déduire cov(S, D).
Ona: SD=(X+Y)(X-Y)=X%2-Y? donc E(SD)=E(X?-Y? =E(X%-E(Y? parlinéarité de I'espé-

rance.
-11/15— D

Mais comme X et Y suivent la méme loi, on a: E(X?) = E(Y?), ce quidonne: E(SD)= E(X®)-E(?=0.
Comme X et Y admettent des moments d’ordre 2, S et D égalementetona:

cov(S,D) = E(SD) - E(S)E(D)

D’autre part, on a par linéarité de I'espérance: E(S) = E(X)+E(Y)=2p et E(D)=E(X)-E(Y)=0.
Finalement, on obtient : cov(S,D) = E(SD) — E(S)E(D) =0.

2. Lesvariables S et D sont-elles indépendantes?
Comparons P(S=0nD=0)et P(S=0)P(D=0).0na:

P(S=0NnD=1)=0 carcetévénenemnt est impossible car il implique X =Y =0donc D #1

et
P(§=0P(D=1)#0car 0 S(Q) (X=Y=0)et 1eD(Q)(X=1,Y=0)

Ainsi, S et D ne sont pas indépendantes (bien que leur covariance soit nulle).

- EXERCICE 12 -
On consideére trois variables aléatoires U, V et W, indépendantes et telles que U et W suivent la loi de
Poisson de parametre A > 0 et V suit la loi de Poisson de parametre 1 > 0.
Onpose: X=U+VetY=V+W.
1. Rappeler lesloisde X etde Y.
Les variables U, V et W étant indépendantes, on a par stabilité des lois de Poisson :
X=U+V—=>2A+petY=V+W—22A+p).
2. (a) Montrer que cov(X, Y) existe et la calculer.
Comme U, V et W admettent un moment d’ordre 2, c’est aussilecasde X =U+ Vet Y = V+ W donc
cov(X,Y) existeetona:

cov(X,Y)=cov(U+V,V+ W) =cov(U, V) +cov(U, W)+cov(V,V)+cov(V,W)=0+0+ V(V)+0=V (V)

car la covariance de deux variables indépendantes est nulle. Ainsi, cov(X,Y) =V (V) =pu
(b) En déduire le coefficient de corrélation linéaire de X et Y.
On a par définition :
Ccov(X,Y) V() @ o
oX)o(Y) VVEVVEY) A+p/A+p Atp

Xy

- EXERCICE 13 -

On considére une urne % contenant n boules numérotées de 1 a n et indiscernables au toucher (n > 2).
On effectue une suite de tirages d’'une boule avec remise de la boule dans 'urne %.

Soit k un entier supérieur ou égal a 1. Pour tout i € [1; 1], on note X; la variable aléatoire égale au nombre
d’obtentions de la boule numéro i au cours des k premiers tirages.

1. Soit i € [1; n]. Donner laloi de X;. Rappeler 'espérance et la variance de X;.

La variable X; compte le nombre de succes lors de la répétition de k épreuves de Bernoulli identiques et

1 1
indépendantes de probabilité de succes p donc X; — % (k, Z)

k k 1
Deplus,ona: E(X;)=—etV(X;)=— (1 — —).
n n n

2. Les variables aléatoires X}, X5, ..., X;, sont-elles indépendantes ?
(i, j) € [1; n]? avec i # j. Lévénement [X; = kn X; = k] est impossible puisqu’il n'y a que k tirages donc :
PX;=knX;=k)=0.
Or, on a d’apres la question précédente : P(X; = k) # 0 et P(X; = k) # 0.
Ainsi,ona: P(X;=knX;=k)# P(X;=k)xP(X; = k) donc les variables aléatoires Xy, Xy, ..., X, ne sont
pas indépendantes.

3. Soit (i, j) € [1; n]? tel que i # j.
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(a) Déterminer laloi de la variable X; + X;. Rappeler la variance de X; + X;.
La variable X; + X; compte le nombre de succes (obtenir la boule i ou la boule j) lors de la répétition

2
de k épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de probabilité de succes —.
n
. 2 2k 2
Ainsi, X; + X; — % k,—|.Deplus,ona: V(X;+X;)=—[1-—].
n n n
(b) En déduire la covariance du couple (X;, X /) puis interpréter son signe.
Ona: V(X;+X;)=V(X;)+ V(X)) +2cov(X;, X;) ce qui donne :

“"X*J(WX*XJ‘qu‘WX”_lfkb‘zygkb‘ln_l(gw+zq__k
oV Xj) = 5 (VX Xp =V =V =5 |5 (15 =5 (a2 e o) = e

Ainsi,ona: cov(X;, X;) = — <0.Sile nombre de boules numérotées i a tendance a augmenter, alors,
le nombre de boules numérotées j aura tendance a diminuer.

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 14 -

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre 1 > 0 et Y suit une loi de Poisson de parameétre
u>0.

Soit 7 € N. Reconnaitre la loi conditionnnelle de X sachant [X + Y = n].

SoitneN.Ona: X(Q)=Y(Q) =N.Pour keN, il s’agit de calculer Pjx,y=n (X = k).

Commencons par remarquer que comme Y >0,ona: X+Y > X.

Ainsi, si k> n, alors: Pixiy=n(X=Kk)=0.

Pour k< nm,ona:

P(X=k X+Y=
Pixiy=m(X=k)= (« Jn(X+ "

PX+Y=n)
_P(X=kn(Y=n-k
- P(X+Y=n)
P(X=kP(Y=n-k
= ( )P n-k car les variables X, Y sont indépendantes
P(X+Y=n)

Comme X — 2 (1) et Y — P (u) sont indépendantes, on a par stabilité des lois de Poisson, X + Y — 22 (A + ).
Onadonc:

Ak e=Hyn—k
PX=KkP(Y=n-k " mmr

PX+Y=n) eX0arpn
n!

n! e~ A+p) Akun—k
T kln-k)!l e~ A0 (A + )"

Pixsy=m(X=k) =

_ n Akﬂn_k

k| A+ wkQA+pnk
(e )
e\ A+p) (A+p

n 1 k 1 n-k
- k(l+u)(1_i+u]

A
Ainsi, la loi conditionnnelle de X sachant [X + Y = n] est la loi binomiale de parametre n et s
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On reconnait la formule de la loi binomiale.

- EXERCICE 15 -
Un auto-stoppeur attend au péage d’'une autoroute pendant une certaine période. On admet que le nombre
de véhicules franchisant le péage pendant cette période est une variable aléatoire suivant la loi de Poisson
de parametre A > 0. A chaque fois qu'un véhicule franchit le péage, il lance une piéce truquée qui donne
pile avec la probabilité p. On pose g =1 - p.
On note N, X et Y respectivement le nombre de lancers, le nombre de piles obtenus et le nombre de face
obtenus.
1. (a) Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels, calculer la probabilité P(y- ) (X = 7).
Sachant N = j, on lance j fois la piece. Ainsi, X compte le nombre de succes (obtenir pile) lors de la
répétition de j épreuves de bernoulli (lancer la piéce) identiques et indépendantes, de probabilité de
succes p. On reconnait donc une loi binomiale de parameétre j et p. Ainsi, ona:

J
P(N:j) (X:l)z l
0 sii>j  évenementimpossible

)p"q""‘ Si0<i<j

(b) En déduire la loi du couple (X, N).
Comme N sui une loi de Poisson, ona: N(Q)=N.
D’autre part, X peut prendre toute valeur prise par N donc X(Q) =N.
Onaalors: V(i,j)e N?,

P(X=inNnN=j)=Ppn=j(X=0)P(N=])

J
PX=inN=j)= (i
0 sii>j

A
)p’qf"’?e"A Sio<i<j

(c) Montrer que X suit une loi de Poisson de parametre Ap.
Soit i € N. D’apres la formule des probabilités totales avec le SCE (N = j) jen, 0n a:

+00
P(X=i)=) PX=inN=))

j=0
i-1 +oo [ 7 J
j A
= 0+ Z‘(i)plqj lﬁe A
j=0 j=i
,foo il A
_ A J: Jj—i
N p;;uu—nﬂ 7l
7/lpi 400 1

On peut donc affirmer (en bombant le torse aprés ce magnifique calcul) que
X suit bien une loi de Poisson de parameétre Ap et on peut fierement passer a la question suivante.

2. Expliquer sans aucun calcul pourquoi Y suit une loi de Poisson de parametre 14.
X et Y jouent des roles symétriques. Donc en remplagant dans le raisonnement précédent X par Y, pile
par face et p par g, on en déduit que Y suit une loi de Poisson de parametre Aq.
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3. Montrer que X et Y sont indépendantes.
Enremarquantque N=X+Y,ona: V(i,j)€ N?
PX=inY=j))=P(X=inN-X=)
=P(X=inN=j+i)

_[i+i P AT
(i)pqu+me

(D AT
i (i)

plgle
_ i ja—A
g P e

D’autre part :

Aq)!

J!
_ e—/l(p+q) piquHj
- ilj!

P(X=0)P(Y=j)= e‘”’ui—"’)e“’i

oL
— plalaT
Sap P ae
Ainsi, P(X=inY=j)=P(X=iNnN—-X=j)=PX =1)P(Y = j) donc X et Y sont indépendantes.
4. (a) Montrerque: V(Y)=V(N)+ V(X)-2cov(N, X).
1l faut faire le lien entre Y, N et X.
Toujours en remarquant que N=X+Y etdoncque Y =N-X,ona:

VY)=V(N-X)
=V(N)+ V(=X) +2cov(N,—X)
=V(N) + V(X) - 2cov(V, X) car V(-X) = (-1)?V(X)

Ainsi, onabien: V(Y) = V(N) + V(X) —2cov(N, X).
(b) En déduire cov(N, X).
Onadonc:

cov(N, X) = V(N) + V;X) -V(Y)
_A+Ap-Aq
=
_AMl+p-9q)

B 2
_A@p) _

A
2 p

Donc cov(N, X) = Ap.

(c) Donner de méme cov(N,Y).
Par symétriede X etde Y (etde p et g),ona:cov(N,Y) =Agq.
Ou par le calcul :

cov(N,Y) = cov(N,N - X) = cov(N,N) —cov(N, X) = V(N) —cov(N,X) =A-Ap=Aq
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