- i i - igé 4 1 11 1)
BCG2 Analyse?7 - Fonctions de deux variables - Un corrigé 2. Calculer 3 ( y+-x-— —) +— (x + —) puis 'exprimer a I'aide de la fonction f.
- EXERCICE 1 - 3 3 3 2
Ona:
On note f : R? — R lapplication définie pour tout (x, y) e R* par: f(x,y)=(x—1)(y-2)(x+y—6). , ) ,
1. Montrer que f estde classe €? sur R? puis déterminer son gradient et sa matrice Hessienne en tout point 3 ( y+ % x— 1) + 1_1 ( x4+ 1) =3 [( y+ é x) _ E ( y+ % x] + l + E [ X +x+ l)
(x,7) de R 3 3 2 3 3 3 9 3 4
,y) de R,
f est de classe 6 sur R? comme produit de fonctions polynomiales sur R?. =3|y*+ §xy + Exz — gy — §x + 1 + u (x2 x4 l)
On obtient apres calculs : V(x, y) € R?, 9 3 9 9 3 4
—3,248 +16 2 8+1+11 2+11 +11
= Xy+—x"—-2y—-x — X+—
Vit = (WA= o grpiy g o 2=2)  2xe2y- Ve g 38 3k
’ (x-1)(x+2y-8) ’ 2x+2y-9 2(x-1)

15
=9x? +8xy+3y +x—2y+E

2. Vérifier que le point (1,2) est un point critique de f. 5
) - 0 ) ) =foy+-
11 s’agit de vérifier que Vf(1,2) = ol ce qui est clairement le cas. 4
3. Déterminer tous les points critiques de f. 3. Déduire des questions précgdentes que Pextremum trouvé est global.
5 2 . . . . 0 Le minimum f(~1/2,1) = —= est un minimum global ssi pour tout (x, y) € R?, f(x,y) > f(-1/2,1) = —=
R étant ouvert, (x, y) € R” est un point critique de F si et seulement si VF(x, y) = ol 4
Or, la relation de la question précédente donne : pour tout (x, y) € R?,

Or,ona:
5 4 1) 11 1\2
0 (y-2)(2x+y-7)=0 f,+==fx,y-f(=1/12,)=3|y+=-x—=| +—|x+=]| =0
VF(x,y):[O) — 1 2y_8)1=0 4 3 3 3 2
(x= )(x+ Y- )_ Ainsi: f(x,y) — f(=1/2,1) > 0 donc f(x,y) > f(-1/2,1), ce qui prouve que A = (-1/2,1) est minimum
y-2=0 2x+y-7=0 global.
—
(x-1)(x+2y-8)=0 (x-1)(x+2y-8)=0
- EXERCICE 3 -
— {y =2 {y =7-2x On considere la fonction f qui a tout couple (x, y) de R? associe le réel : flx,y) = e y4 —2(x— y)z.
(=D x=4 (x-D(x+2(7-2x)-8)=0 1. Justifier que f est de classe C? sur R?.
y=2 y=2 y=7-2x f est de classe € sur R* comme fonction polynomiale sur R?.
== ou
x=1 x=4 (x-1(-3x+6)=0 2. Montrer que f posséde trois points critiques : (0, 0), (\/5, —\/E), (- \/5, \@).
) . . 2 .
_ y=2 " y=2 y=5 y=3 Déterminons le gradient de f. Pour tout (x,y) eR%, ona:
x=1 x=4 x=1 x=2 01(f)(x,y) =4x> —4x+4y et 0(f)(x,y)=4y>—4y+4x
Donc F admet 4 points critiques: A= (1,2), B=(4,2), C=(1,5), D=(2,3). Déterminons les points critiques de f. .
R? est un domaine ouvert et (x, Y€ R? estun point critique de f ssi Vf(x,y) = (O] Or,ona:
- EXERCICE 2 -
Soit f définie sur R par: f(x,y) = 9x*+8xy+3y* +x—2y. 453 —4x+4y=0
1. Montrer que f admet un seul extremum sur R”. Préciser sa nature et sa valeur. Vit y) = = 4y —4y+4x=0
f est de classe 6 sur R? comme fonction polynomiale.
« On obtient apres calouls : V£ (x,y) = [18X 87 +1 (:}{x—x+y 0
n obtient apres calculs: Vf(x,y) = 8x+6y-2 y+x=0
. - . 0 x*-x+y=0
¢ On obtient apres résolution : V f(x, y) = — (x,1)=(-1/2,1). —
p f( y) ()) ( n=( ) {y +x— Ly — Ly+ 1,
Donc f admet un unique point critique : A= (-1/2,1).
18 8 - P-x+y=0
* On obtient apreés calculs: V?f(x,y) = ( 8 6)' y®=(-x°
2 18 8 . . . . B-2x=0
Notons: Hy =V f(-1/2,1) = 8 6 (la matrice ne dépend ni de x ni de y). —
. car t — t° est bijective
On obtient :
A€ Sp(Hy) ssi Hy — AI non inversible ssi (18 — 1) (6 — 1) —64 = 0 ssi A2 —24)+44=0. — x(x*-2)=
On remarque alors que 2 est racine évidente ce qui permet de factoriser par (1 —2). y=
On obtient alors: A2 —241+44=0 < (1—2)(1—22) =0. Donc Sp(Hya) =1{2,22}.
: I g e . x=v2 x=-V2
Les deux vp de H, sont strictement positives donc A = (—=1/2,1) est minimum local et le minimum vaut — ou
f(—1/2,1)2—5/4 y:—\/é y:\/é
D Ainsi, f posséde trois points critiques : A = (0,0), B = (vV2,-v2),C = (-V2,V2).
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3.

(a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de f.
On obtient, f étant de classe €2
(N =12x" -4, 3B,(Nx,y=12"-4 et &,(Nx,1)=05,(Hxy) =4
(b) Ecrire la matrice hessienne de f en chaque point critique.
On peut alors écrire les matrices hessiennes de f en chaque point :
o2 (-4 4 ) __204 _w2e(_ (20 4
Hpy=V f(o,O)_(4 _4), Hy=V2f(V2, \@]—(4 b0 et Ho=V?f(-vave)=|" o
(c) Déterminer les valeurs propres de chacune de ces trois matrices puis montrer que f admet un mi-
nimum local en deux de ses points critiques. Donner la valeur de ce minimum.
* En A=(0,0):
. -4-2 4 . .
A€Sp(Hy) ssi Hy— Al = 4 _a-2 est non inversible
ssi (~4—1)?-16=0 < 81-1*=0 < A(8+1) =0.
e EnB= (—\/E, \/5) :AeSp(Hp)ssi Hp— Al = (204_;L 204_ /1) est non inversible
ssi(20-1)2—16=0< (20— 1 —4) (20-1+4)=0(16-1)(24-1)=0.
Ainsi, Sp(Hp) = {16, 24}. Ces deux valeurs propres sont strictement positives donc f admet un mini-
mum local en B qui vaut f(\/i,—f) =-8.
e DemémeenC (\/Q, —\f2) : f admet un minimum local en C qui vaut f (\fZ, —\@) =-8.
(d) Déterminer les signes de f(x, x) et f(x,—x) au voisinage de x = 0. Conclure quant a I'existence d'un
extremum en le troisiéme point critique de f.
Ona:
e flx,x)= dext-2-x0%=2x*>0au voisinage de x = 0.
o flx,—x)= =0t -2+ 0% = -8x% +2x* o -8x*<0au voisinage de x = 0.
X
Comme f(0,0) = 0 et que f n’est pas de signe constant au voisinage de (0,0), on en déduit f n’a pas
d’extremum local en (0,0).
(a) Pour tout (x,y) de RZ, calculer f(x,y) - (x?-2)%- (y2 —22-2(x+ y)2.
Pour tout (x, y) de R% Ona:
f(x,y)—(x2—2)2—()/2—2)2—2(x+y)2 :x4+y4—2x2—2y2+4xy—x4+4x2—4—y4+4y2—4—2x2—2y2—4xy
=-8
(b) Que peut-on déduire de ce calcul quant au minimum de f 2
Onrappelle f admet un minimum local en B et C qui vaut f (\/E, —\/i) =f (—\/5, \@) =-8.
Ainsi, on a avec la question précédente :
V(x,p) eR?, flx, 1) = -8+ (2 -2+ (-2 +2(x+ )2 > 8= f(\/i, —\/E)
donc f admet un minimum global B (et en C).
- EXERCICE 4 -

Soit la fonction f définie par: f(x,y) = x ((ln(x))2 + yz).

1.

Préciser le domaine de définition de f et le représenter. On admet que ce domaine est ouvert.
Soit (x,y) € R2. f(x,y) est définie si et seulement si In(x) est défini si et seulement si x > 0 et y quelconque.
Ainsi, Dy =R} xR.

. Montrer que f est de classe %2 sur ce domaine.

* (x,) — x est de classe 67 sur R} x R car polynomiale a valeurs dans R
e Comme ¢ — In(£)? est de classe €2 sur R}, ona: (x,y)— In(x)? est de classe €? sur R} x R par composi-
tion.
Finalement, f est de classe 62 sur R* x R par somme et produit. D
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- EXERCICE 5 -
On consideére la fonction f définie, pour tout couple (x, y) del’'ouvert 0, +oco[x]0, +oo[, par: f(x,y) =

. Montrer que, pour tout couple (x, y) de 10, +oo[ x 10, +oo[,ona: f(x,y)=2+

3. Montrer que f admet un seul extremum local. Préciser sa nature et sa valeur.

(In(x))? +2In(x) + y2)

¢ On obtient apres calculs: Vf(x,y) = ( 2xy

R} x R étant ouvert, (x, y) € R} x R est un point critique de f si et seulement si V f(x, y) = (8)

Or,ona:
(o (In(x))*+2In(x) + y* =0
Viwy = (0) - {ny =0
(In(x))?+2In(x) + y*=0
y=0 car x#0
{ln(x) (n(x)+2)=0

y=0
{ln(x) =0 {ln(x)+2:0
== ou
y=0 y=0

x=1 x=e?
— ou
y=0 y=0

Donc f admet deux points critiques : A= (1,0) et B = (e72,0).

2
—(In()+1) 2y
X

2y 2x

¢ On obtient apres calculs : v? f,y) =

) puis on trouve :

* EnA=(1,0): Hy= sz(l,O) = (3 g) donc Sp(H},) = {2}. Ainsi, sz(l,O) admet une vp (double) stric-
tement positive donc f admet un minimum local en A.
—2¢?

0 2
deux vp non nulles de signes opposés donc B est un point col.

* EnB=(e72,0): Hg=V>f(e2,0)= ( 80_2) donc Sp(Hp) = {—2€%,2e72}. Ainsi, V2 f(e~2,0) admet

Ainsi, f n'admet qu'un seul extremum local en A = (1,0).

4. Cet extremum est-il global ?

1l s’agit de montrer que pour tout (x,y) € R} xR, f(x,y) > f(1,0).

On calcule f(1,0) = 0.

Or, on a clairement f(x,y) = x((ln(x))2 + y2) > 0 sur R} x R soit f(x,y) > f(1,0) sur R} x R donc A est un
minimum global.

(x+y)?

1. Montrer que f est de classe %2 sur 10, +oo[ x 10, +0ol.

f estde classe €2 sur 10, +oo[ x 10, +oo[ comme quotient de fonctions polynomiales de dénominateur non
nul (car x >0et y > 0).
v,
Xy
Pour tout (x, y) de ]0, +oo[ x 10, +oco[,ona:

(x+y)? x*+y2+2xy

_ Yy
fe,y= p

X
2+=+=
y Xy Xy

. Montrer que f posséde une infinité de points critiques et les déterminer.

La formule de f de la question précédente est plus pratique pour calculer les dérivées partielles. On a pour
tout (x, ) de 10, +oo[ x 10, +o0l :

y . 1 1 x
61(f)(x,y)=—;+; et az(f)(x,y)=;—ﬁ
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Le domaine ]0, +ool x ]0, +oo[ étant ouvert, (x, y) € ]0, +oo[ x ]0, +oo[ est un point critique de f si et seule-

mentsiVf(x,y) = (8) Or,ona:

Ll
Vfx,y) = =11 xy
PN
x y2
y
@{yz
2
(:}{x y—O
y
{(x Nx+y) =
{( = carx+y#0(x>0;y>0)

= fx=

Ainsi, f possede une infinité de points critiques qui sont de la forme {(x, x), x €10, +ool[}.

. Déterminer la matrice Hessienne de f puis montrer qu’'on ne peut pas de conclure a I'existence d’'un

extremum local de f sur 0, +oo[x]0, +ool[.

On a pour tout (x, y) de ]0, +oo[ x ]0, +oo[, en utilisant le théoréme de Schwartz pour les dérivées croisées

(f étant de classe €2) :
01Ny ==

11
et Of,z(f)(x,y)=6§,1(f)(x,y)=—?—? et 85,(Nxy) ==

On en déduit la matrice Hessienne de f en tout point critique de la forme (x, x) avec x> 0:

2x 1 1 2 2
2 _ 33 2 2| 2 "2l _2(1 -1
Vef(x,x) = 1x 1 xgxx = xz f —;(_1 1
xZ xZ x3 xZ x2

Cette matrice n’est pas inversible (car C; = —C;) donc 0 est une valeur propre de la matrice Hessienne donc
on ne peut pas conclure quant a I’existence d'un extremum local en (x, x).

Remarque : Si on analyse bien la question, on se rend qu'on qu'’il suffit de montrer que 0 est valeur
propre de la matrice Hessienne (seul possibilité de la méthode qui nous permet de dire qu'on ne peut
pas conclure). Inutile donc ici de déterminer le spectre de la matrice. Savoir que 0 est valeur propre suffit
(la valeur de I'autre valeur propre n’est pas utile).
(a) Comparer les réels (x + y)2 etdxy.
Ona:
(x+y)2—4xy: x2+y2+2xy—4xy:x2+y2—2xy: (x—y)2 =0
donc (x + y)2 >4xy.
(b) En déduire que f admet sur ]0,+oco[x]0, +co[ un minimum global en tous ses points critiques et
donner sa valeur.
Considérons un point critique de la forme (a, a), a > 0.
11 s’azgit de montrer que pour tout (x, y) €10, +oo[ x]0, +oo[,ona: f(x,y) > f(a,a) =4 car f(a,a) =
(2a)

2

off on a d’apres la question précédente :

(x+y)?
Xy

= fx,y) >4

(x+y)2 Z4xy <

=>4 car xy>0

Donc f admet un minimum global en tout point critique de la forme (qui vaut f(a,a) =
-5/13-

6. Soit g la fonction définie pour tout (x, y) de ]0, +oo[ x]0, +oo[, par: g(x,y) =2In(x+y)—Inx-Iny.

Montrer que : ¥(x, ) €]0, +oo[ x 0, +ool, g(x,) >2In2.
Pour tout (x, y) de ]0, +oo[ x ]0, +oco[,ona:
gx,y)=2In(x+y)-Inx-Iny
=In((x + )% - In(xy)
2
= IH(M
xy
=In(f(x,y)

Or, on a vu que pour tout (x, y) €10, +oo[ x 10, +oo[: f(x,y) >4.
Donc par croissance de la fonction In, on obtient : g(x,y) =In(f(x, y)) > In(4) = 2In(2).

- EXERCICE 6 -

On considere la fonction f qui a tout couple (x, y) de R® associele réel : x°—2xy+2y*+e”
1.

X

Montrer que I'équation e™*

a>0.

Ona:e'"'=x< e *—x=0.
Posons h: x — e”* — x. La fonction & est dérivable sur R et on a pour tout réel x : h'(x) = —e—x—1<0donc
la fonction £ est strictement décroissante.

D’autre part, ona: xgrpme *

= x, d'inconnue x € R, admet une unique solution notée a et vérifier que

—X —X

-x= hm e’ +t=+ooparsomme et lim e *—x=—oo par somme.
xX—+00

—+

La fonction h étant continue et strlctement décroissante sur R, elle réalise une bijection de R sur R d’aprés
les calculs de limites précédents.

Comme 0 € R, 'équation e”* — x = 0 admet une unique solution a.

Enfin, comme 2(0) =1>0,ona: h(0)> h(a) donc 0 < a par décroissance stricte de h.

. . s . a
. Montrer que 'unique point critique de f est le point (a, E)

La fonction (x, y) — x*> —2xy +2y* est de classe €2 sur R? comme fonction polynomiale.
La fonction (x, y) — —x est de classe €2 sur R* comme fonction polynomiale donc (x, y) — e~ est de classe
%2 sur R? comme composée.

. 2 2 2 2x— 2y e
Ainsi, f est de classe €“ sur R” et on a pour tout (x,y) eR“: Vf(x,y) = ( —2x+4y ]

R? étant ouvert, (x, y)€E R? estun point critique de f si et seulementsi Vf(x,y) = (0)

0
Or,ona:
2x—-2y—-e *=0
Vfx,y) = — =
—-2x+4y=0
x—e
== X
=3
X=a d’apres la question précédente
— _ a
=3
Ainsi, f admet un unique point critique : (oc, 5 )
11 2+a -2
3. (a) Montrer que la matrice hessienne de f au point (a', ) que 'on notera H est H = _ 4l
+e* -
On a pour tout (x,y) € R?: sz(x, y) = (2 _Z 42]
. a 2+e % -2 24+a -2 _ L . .
Ainsi,ona: H = sz( a, 2) ( _Z 4 ) = ( _Za 4 ) care”® = @ d’apres la premiére question.
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/11+/12:6+(l

(b) Montrer que H admet deux valeurs propres distinctes, notées 1, et 1,, vérifiant : {/1 P
12 =4+4a

Soit LeR.Ona:

A€ Sp(H) < H-AI noninversible
<:}(2+oc—/l -2
-2 4-1
— 2+a-1)@d-1)-4=0
= 8+4a-AR+a+4)+12-4=0
—= A-6B+a)d+@da+4) =0

] non inversible

Notons Q1) = A%2—(6+a)A+ (4a+4).Onaalors:

A=(-(6+a)*-4@4a+4) =36+12a+a’-16a-16=20-4a+a’ =16+ (4-4a+a”) =16+ (@-2)*>0
Donc A >0 et Q admet deux racines 1; et A,.

Par propriété des polyndmes, on peut factoriser Q(A) par (A —A1;) et (A — 1) puisque 1, et A, sont des
racines.

Ainsi,ona: Q1) =(A-211)(A-A3) soit, en développant cette expression :

Q) =A% = (1 + A2 A+ 1A,
Par identification avec I'expression
Q) =A% = (6+a)A+ (4a+4)

M+l =6+a

on obtient :
Allg =4+4a

-

a
(c) Lafonction f présente-t-elle un extremum local au point (a, —] 2

Comme a >0,0na: A;1, =4+4a >0 donc lg produit des vp est strictement positif donc elles sont de
méme signe (soit toutes deux positives, soit toutes deux négatives).
D’autre part, 1; + A, =6+ a > 0 donc les deux vp sont toutes deux strictement positives.

. 3 - a
On en déduit que f présente un minimum local en (a, E]

- EXERCICE 7 -
Dans cet exercice on pourra utiliser 'encadrement suivant:2 < e < 3.
1. On consideére application ¢ : R — R, x— ¢(x) = x*¢* — 1.
(a) Dresser le tableau de variations de ¢, en précisant les limites de ¢ en —co et en +oco et sa valeur en 0.
La fonction ¢ est dérivable sur R par produit et somme de fonctions dérivables et, pour tout x réel, on
a:
@'(x) =2xe* + x*e" = xe*(2+ x)

qui est du signe de x(2 + x). On en déduit le tableau de variations de ¢ :

X —00 -2 0 +00
X - - +
x+2 - + +
¢ + - +
+00
@ / \ /
-1 -1

-7/13- |—|

avec lim x%?e*=0par C.Cdonc lim p(x)=-1et lim =+oo par produit et somme.
X——00 X——00 X—+00

. 1
(b) Etablir que 'équation ¢* = = d’inconnue x €]0; +oo[, admet une solution et une seule, notée a, et

1
=1
2

que « appartient a 'intervalle

Ona: ¢'=— < x?
x

Or, ¢ est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ donc elle réalise une bijection de ]0; +oo[ sur

1—1; +oo[ d’apres la question précédente. Or, 0 appartient a | — 1; +oo[. Donc I'équation ¢(x) = 0 admet

une unique solution sur]0; +ool.

=1 < @(x)=0.

Ainsi, I'équation e* = = admet une unique solution sur]0; +oo[ que 'on a.
X

Onade plus:
1\ el2 el2_4
¢(§):T—1:T<O care?<e<3.

p(1)=e-1>2-1>0.

1 1
Ainsi, on a par stricte croissance de ¢ sur R, ¢ (5) <pl@)<ep(l) = 3 <a<l.

On considere 'ouvert U =]0, +oo[ xR de R? et Papplication g suivante :

1
g:U—»[Re,(x,y)—»g(x,y):;+ex—y29y

2. Représenter graphiquement I'ensemble U.
y

777 707777
7707777777777777777
ey

1IIIIIII 2207202707

3. Montrer que g admet deux points critiques et deux seulement, et que ceux-ci sont (a,0) et (a,—2), o a
est le réel défini a la question 1b.
La fonction (x,y) — e* est de classe €? sur U comme composée ((x,y) — x et t — e!). De méme pour
(x,y) — €. Donc la fonction g est de classe €2 sur U comme produit et quotient de dénominateur non nul
(polynomiale). On a pour tout (x,y) € U :

X

-1
61(g)(x,y)=?+e et az(g)(x,y):_Zng_yzeJ’

Déterminons les points critiques de g sur I'ouvert U.

(x,y) € U est un point critique de F si et seulement si VF(x, y) = (g)
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Or,ona:

Ainsi, g admet exactement deux points critiques: A=

— tet=

VFE(x,y) = —

—2ye¥ — yey 0

(dE
Lm .
bt

ye+y =

H

d’apres Q 1b

H

x=a
= ou
b {

(a,0) et B=(a,—-2)

4. Est-ce que g admet un extremum local en («,0) 2 en (a,-2) ?
On calcule les dérivées partielles d’ordre 2. On a, pour tout (x,y) € U :

. . . — te
Ainsi, la matrice hessienne est: V2 glx,y) = (x3

2 a
e En A= (a,0),ona: Hy = V2g(a,0) = (;+e
0

X

012(8)(x,y) =
022(8)(x,y) =

2
011(8)(x,y) = ate

02,1(8)(x,y) =0 —2¢ —4ye’ — y2e’

2

* 0
—2¢¥ —4ye¥ — y*e’

°) O

2
Cette matrice étant diagonale, ses valeurs propres sont donc ses coefficients diagonaux : Sp(Ha) ={— +
a

e%;—2}. Les deux valeurs propres étant non nulles et de signes opposés (car @ > 0), on en déduit que g
n'admet pas d’extremum local en (a, 0).

2 a
En (a,—Z),ona:HB:VZg(oc,—Z):(54—8 0 )
0 2

e—2

Les deux valeurs propres sont strictement positives donc g admet un minimum local en (a, —2).

5. Est-ce que g admet un extremum global sur U ?

On remarque que g n'est ni majorée ni minorée car lim g(x,0) =
X—+00

+00 et yEIPoog(l’y) - _

Ainsi, g n’admet pas d’extremum global sur U.

- EXERCICE 8 -
On considere la fonction f :]0, +oo[ — R définie, pour tout x de ]0, +oo[, par: f(x) =e*—eln(x).

1. (a) Montrer que f est deux fois dérivable sur ]0, +oof et calculer, pour tout x de ]0, +oo|, f'(x) et f” (x).

(b

=

La fonction f est deux fois dérivable sur ]0, +oco[ comme différence de fonctions deux fois dérivables
sur ]0, +ool et on a pour tout x de ]0, +ool :

f'(x):ex—§ et f”(x):ex+%.

Montrer que 'équation f ’(x) = x, d’inconnue x € 10, +oo[, admet une solution et une seule, notée a,
etmontrer: 1<a<2.
Ondonne: 2,7<e<2,8 7,3<ée’<7,4.

Posons u:]0, +oo[ — R, x— f’'(x)—x.Ona:
flx)=

La fonction u est dérivable sur ]0, +oo[ comme différence de fonctions dérivables sur 10, +oo[ et on a
pour tout x de ]0, +ool :

x <= fllx)-x=0 <= u(x)=0

f”(x) -1

u'(x) =
~9/13-

(c

-

Or, on a pour tout x de ]0, +oo] :

e . .
f "(x)=e*+ > e*>e’=1 car exp est strictement croissante sur ]0, +oo
X

Ainsi, on a pour tout x de ]0, +oof :
=f"x)-1>0

donc la fonction u est strictement croissante sur ]0, +ool .

u'(x)

¢ La fonction u est continue et strictement croissante sur ]0, +ool.

. liIT(l) u(x) = lin(l) f'(x) — x = —oo par somme de limites car lin}) f'(x) = —oo d’apres I'étude précédente.
X— X— X—

fw

Ainsi lim u(x) =
X—+00

X € X X € X tat
¢ De plus, u(x) = —XxX=e —-———-X o e’ car x = o(e”) et — = o(e*) au voisinage de +oo.
X 00 X
lim e* = +oo.
X—+00
La fonction u réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur ]—co, +oo[ et comme 0 € ]—oco, +oo[, 'équation
u(x) =0, d'inconnue x € ]0, +oo[, admet une unique solution a € ]0, +oo|.
Deplus,ona:

-uu):f%n—1:—1<0

U € )y P .
cu@ =f'@-2=¢ —5—2>7 3—5—2 5, 3—2 >0 car — 3 < 1,4 d’apres les valeurs fournies.
Ainsi,

u(l) < ula) < u(2)

et par stricte croissance de u, ona:
l<a<2

Finalement, | I'équation f’(x) = x, d’inconnue x € ]0, +oo[, admet une unique solution a]1, 2[.

Montrer que la fonction h: x — f "(x) + x est bijective.
La fonction h est dérivable et i’ (x) = f”(x) + 1 > 0 d’apres I'étude précédente. Donc h est continue et
strictement croissante donc bijective d’apres le TBM.

2. On considére la fonction F:]1, +oo[> — R, de classe € sur Pouvert |1, +oo[2, définie, pour tout (x, y) de
11, +oo[?, par:

Fx, ) =fx)+f-

(a) Montrer, en utilisant les résultats précédents, que F admet un point critique et un seul et qu’il s’agit

de (a, a), leréel a ayant été défini a la question 1b.
La fonction F étant de classe €2 sur 'ouvert |1, +oo[?, déterminons les dérivées partielles de F en tout

point (x,y) de 1, +o0o[%.Ona:
fxy=fx-y et dfxy=Ff0-
Ainsi, (x, y) estun point critique de F si et seulement si Wflxy = si et seulement si f,(x) —y=0
02f(x,)=0 ffy-x=0
Or:
! p—
f/(x) - flx)=
- f'm=
— f(x) f(y) y—x Li—Ly
o=
ol
- f@+x=f'y+y
f =
— hl(x) =h(y)
fy=x
-10/13-



Or, la fonction F est bijective (d’apres la question précédente) doncona: h(x) = h(y) < x =1y, ce Vérifions notre conjecture sur les points A= (0,0) et B = (1,-1).

qui donne dans le systeme : Ona: VF(0,0)= (g) et VF(,-1)= (g)
01f(x,y)=0 h(x)=h(y) x=y Ainsi, A= (0,0) et B=(1,—1) sont des points critiques de f.
0>f(x,y)=0 = f’():x = f’():x 2 2 2 2 2 2 . .
2/ %Yy y y De plus,ona: V-f(0,0) = 5 a4 €t Vefa, -1 = _— . Notons H cette matrice Hessienne commune et
x=y déterminons son spectre. On a:
flo=x -2

2 2
A € R est valeur propre de H si et seulement si ( 9 4 /1) est non inversible

@{y_“ o _ = 2-AN@d-1)-4=0 < A2—61+4=0 < A2 —61+4=0.

x=a dapréslaquestion 1b D’apres le relation coefficients / racines (X2 —SX + P avec S la somme et P le produit des racines), on en
déduitque A, + 1, =6et 11 A, =4.
Comme 131, > 0, les deux racines sont de méme signe et non nulles et comme A; + A2 > 0 on en déduit

Finalement, | F admet un unique point critique en (a, @) ‘

(b) Déterminer la matrice hessienne de F en (a, ). qu’elles sont stricement positives.
La fonction F étant de classe €2 sur I'ouvert |1, +oo[?, déterminons les dérivées partielles d’ordre 2 de Ainsi, f admet un minimum local en A et en B.
F en tout point (x,y) de]1, +oo[>. Ona: On remarque d’ailleurs en suivant I'indication de I'énoncé que :
01 f, N =f"(x) ; 0Ba2fc,)=f"()) ; 012f(x,y)=-1 et d21f(x,y)=-1 f(x,y):x2+2xy+y2+y2+2y3+y4:(x+y)2+y2(1+2y+y2):(x+y)2+y2(1+y)2>0
ce qui donne la matrice hessienne de F en (a, @) suivante : Comme f(0,0) =0 et f(1,-1) =0, on en déduit que f admet un minimum global en A et en B.
Remarque :
@ 1 e+ % -1 Létude théorique des points critiques en résolvant V f (x, y) = 0 montre qu’il y a un troisieéme point critique.
2 _ I .
\% f(a’,a)—( 1 f”((l))_ i eu+iz En effet :
a

Vf(x,y)=0<:>{2x+2y:0 ‘:}{x:—y ‘:}{x:—y

(c) Lafonction F admet-elle un extremum local en (a, @) 2 Si oui, préciser sa nature. 4y + 6y2 + 4y3 +2x=0 4y + 6y2 + 4y3 -2y=0 2y(1+3y+ 2y2) =0
Déterminons les valeurs propres de la matrice hessienne de F en (a, @), notée Hy.

A € R est valeur propre de Hy, si et seulement si H, — A, est non inversible Or, 1+3y+ 2y2 =0 donne facilement y = —1 ou y = _l. On a donc
2

1
donc A € R est valeur propre de H, si et seulement si (f (a)l A f”(a)l /l) est non inversible
- - 1
. : " N2 __1\2_ =0 =1 X==
donc 1 € R est valeur propre de Hy, si et seulement si (f () /1) (-D*=0. Viy)=0 — X ou X ou 2 .
Or: y=0 y=-1 y=—=
2

(f"@-2)"-1=0 = (f"(@-A-1)(f"@-1+1)=0 <« A=f"(@-10uA=f"(a)+1

. . . . . 2 2 . . .
La matrice Hessienne au dernier point critique est v? fQar2,-1/2) = (2 1) qui est non inversible <

Deplus,ona:
2-D1-1)-4=0 = A*-31-2=0.
Toujours d’apres la relation coefficients racines, ona: 1;12 = -2 <0 donc les deux racines sont de signe
. fu(a) l=a+ % —1>0 carae]l, 2[donca—1>0. contraire et non nulles donc f admet un point col en (1/2,-1/2).

a

1" _ €
e f (a)+1_a+?+1>0 cara€]l, 2[donc a > 0.

Ainsi, les valeurs propres de la matrice hessienne de F en (a, a) sont toutes deux strictement positives
donc ‘ F admet un minimum local au point (a, @) ‘

- EXERCICE 9 -
On note f : R* — R lapplication définie pour tout (x,y) € R? par: f(x,y) = x> +2y° +2y% + y* +2xy.
On a représenté sur le graphique ci-dessous les lignes de niveau de cette fonction.
1. Quelle conjecture peut-on formuler sur I'existence d’extrema pour f 2
On peut conjecturer que la fonction f admet un minimum au point A = (0,0) et un minimum au point
B=(1,-1).
2. Vérifier votre conjecture par le calcul.
On vérifiera que f est positive en remarquant que f (x,y) = 2xy+ 2+ 2 +28 + 4
f est de classe ¢ sur R? comme fonction polynomiale sur R?.
On obtient: V(x,y) € R?,

2x+2y

Vi y) = 4y+6y2+4y3+2x

) 2 2
et Vf(x'y)‘(z 4412y +12)7
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Pour aller plus loin...

- EXERCICE 10 -

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere un nuage de n points du plan, c’est-a-dire un
n-uplet ((xl,yl), (X2, ¥2), .-+, (x,,,yn)) d’éléments de R?. On suppose que les réels xj, xy, ..., X, (resp. y1, ¥2, ...,
¥n) De sont pas tous égaux.

On appelle moyenne arithmétique X et écart-type o, du n-uplet x = (x1,..., x,), les réels suivants :

1 & 1 &

X=—) x et oy=1[=) (xx—X)?
n =1 =1

On définit de méme la moyenne arithmétique y et I'écart-type o, du n-uplet y = (y1,..., yu).

La covariance cov(x, y) et le coefficient de corrélation linéaire p(x, y) du couple (x, y) sont donnés par :

cov(x,y)

1 n
s - — — — t s =
cov(x,y) = nkél(xk X)(yk—y) et p(x,y) o,

On note f la fonction définie sur R? 2 valeurs réelles qui, 2 tout couple (a, b) de R?, associe le réel f(a, b) tel

que:
n

flab) =Y (axp+b-yp?
k=1

1. Justifier que la fonction f est de classe €2 sur R.
2. Montrer que :

1 & — — 1 &
cov(x,y)=— Y Xpyk—Xx-y=(xy)—X-y ennotant(xy)=— Y xrJk
=1 =1

1 & _ — — 1
et o2==) x-(®*= [xz) - (®? ennotantx2 = — Y x2.
=1

=1
L . . - P __cov(x,y) - cov(x,y)_ _
. Montrer que f posséde un unique point critique, noté (&, b), telque : a= —2y eth= ——Zyx+ ¥.
UX O.X

. Montrer que ce point critique correspond a un minimum local de f.
. Btablir: f(a,b) = no’,(1-p(x, y)?).
. En déduire que |p(x, y)| < 1. Que dire du nuage de points lorsque |p(x, y)| =17

D s W
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