
ECG2 Probabilités 5 - Convergence et approximation

- EXERCICE 1 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ.

1. Justifier que pour tout ϵ> 0, on a : P

(
X − 1

λ
⩾ ϵ

)
⩽ P

(∣∣∣∣X − 1

λ

∣∣∣∣⩾ ϵ

)
.

2. En déduire, en utilisant l’inégalité de BT avec une valeur de ϵ bien choisie, que : P

(
X ⩾

3

λ

)
⩽

1

4
.

- EXERCICE 2 -
Soit a un réel strictement positif et X une variable aléatoire vérifiant E(X 2) = 2a et V (X 2) = 4a2.
On considère n variables aléatoires (X1, X2, . . . , Xn) indépendantes et suivant toutes la même loi que X .

On note Sn la variable aléatoire définie par : Sn = 1

2n

n∑
k=1

X 2
k

1. Déterminer l’espérance et la variance de Sn .

2. Écrire l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire Sn puis en déduire :

∀ϵ> 0, P (|Sn −a|⩽ ϵ)⩾ 1− a2

nϵ2

3. On pose a = 1. Déterminer une valeur de n telle que la probabilité que Sn appartienne à l’intervalle [0.9;1.1]
soit supérieure à 0.95.

- EXERCICE 3 -
Pour tout n ∈N∗, on définit la fonction fn sur R par : fn(x) =

{
0 si x < 0

n2xe
−n2x2

2 si x ⩾ 0
.

1. Montrer que pour tout n ∈N∗, fn est une densité de probabilité.

2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires telle que pour tout n ∈N∗, Xn admet pour densité fn .

(a) Déterminer la fonction de répartition de Xn .

(b) Étudier la convergence en loi de (Xn)n∈N∗ .

- EXERCICE 4 -
Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on considère une variable aléatoire Xn prenant ses valeurs dans

J2; n +1K et vérifiant : ∀k ∈ J2; n +1K,P (Xn = k) = k −1

nk

(
n +1

k

)
.

1. Pour tout entier k ⩾ 2, on pose : uk = k −1

k !
. Vérifier que la suite u définit une loi de probabilité.

On considère alors une variable aléatoire Z telle que pour tout k ⩾ 2, P (Z = k) = uk .

2. (a) Montrer que

(
n

k

)
∼

n→+∞
nk

k !
.

(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (Xn)n⩾2 converge en loi vers Z .

- EXERCICE 5 -
Soit n ∈N∗. On définit la fonction fn par : ∀x ∈R, fn(x) =

an

(
1− x

n

)n
si 0⩽ x ⩽ n

0 sinon

1. Déterminer an pour que fn soit une densité de probabilité.

2. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires à densité telle que Xn admette fn pour densité.

(a) Déterminer la fonction de répartition Fn de Xn .

(b) Montrer que (Xn)n∈N∗ converge en loi vers une variable aléatoire Z que l’on déterminera.
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- EXERCICE 6 -
Soit (Xn)n⩾1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi exponentielle de paramètre 1.
On pose Zn = sup(X1, . . . , Xn)− ln(n), et on admet que Zn est une variable aléatoire.

1. Déterminer la fonction de répartition deZn .

2. On pose Z =− ln(X ), où X suit aussi la loi exponentielle de paramètre 1.

(a) Donner la loi de Z .

(b) Montrer que la suite (Zn)n⩾1 converge en loi vers Z .

- EXERCICE 7 -
On considère une suite de variables aléatoires (Ui )i∈N∗ mutuellement indépendantes de même loi uniforme
sur [0;α]. Pour tout n ∈N∗, on définit : Xn = max(U1, . . . ,Un) et Yn = n(α−Xn).

1. (a) On note Cα la variable certaine égale à α. Donner la fonction de répartition de la variable Cα.

(b) Montrer que la suite (Xn) converge en loi vers la variable certaine égale à α.

2. (a) Préciser Yn(Ω) puis déterminer la fonction de répartition de Yn .

(b) En déduire que (Yn) converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle de paramètre 1/α.

3. Dans cette question, on suppose que α= 1.

(a) Écrire une fonction Python "def SimuY(n) :" qui simule la variable Yn .

(b) La commande "SimuY(100)" renvoie une simulation approchée de quelle loi ?

(c) On donne e−1 ≈ 0,37.
En utilisant la loi faible des grands nombres, préciser, en le justifiant, laquelle des trois valeurs sui-
vantes affiche le programme ci-dessous : 0,37, 0,63 ou 0,185.

1 S = 0
2 N = 10000
3 f o r k i n range(N) :
4 i f SimuY (100) <= 1 :
5 S = S +1
6 p r i n t (S/N)

- EXERCICE 8 -
Pour tout n ∈N∗, on considère une variable aléatoire Sn suivant la loi binomiale de paramètres n et p.

1. Rappeler l’espérance et la variance de Sn .

2. En utilisant le théorème limite central, en déduire la valeur de lim
n→+∞P (Sn ⩽ np).

- EXERCICE 9 -
Pour tout n ∈ N∗, on considère une variable aléatoire Xn suivant la loi B

(
n,

1

2

)
. On note Φ la fonction de

répartition de la loi N (0,1).

1. Pour tout n ∈ N∗, on pose X ∗
n = 2Xn −np

n
. Justifier que la suite (X ∗

n )n∈N∗ converge en loi vers une variable

aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

2. Par quelle loi peut-on approcher la variable aléatoire X ∗
n lorsque n est assez grand?

Montrer que pour un tel n suffisamment grand : ∀k ∈N, P (Xn ⩾ k) ≈Φ
(

n −2kp
n

)
.

- EXERCICE 10 -
Soit k ∈N∗. On pose Yk =

k∑
i=1

Xi avec (X1, . . . , Xk ) des variables indépendantes suivant la loi toutes la loi P (5).

1. Rappeler E(Yk ) et V (Yk ).

2. Justifier l’existence d’un unique réel t0 > 0 qui vérifie
∫ t0

−∞
1p
2π

e−
x2

2 dx = 0,99.

3. Établir que lim
k→+∞

P ([Yk −5k > t0

p
5k]) = 0,01.
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- EXERCICE 11 -
On considère une suite (Xn)n⩾1 de variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé, indépen-

dantes, et suivant toutes la loi P (1). Pour tout n ∈N∗, on pose Sn =
n∑

k=1
Xk et un = e−n

n∑
i=0

ni

i !
.

1. Donner la loi de Sn , son espérance et sa variance puis montrer que pour tout n ∈N∗, un = P (Sn ⩽ n).

2. En appliquant le théorème limite central, en déduire que lim
n→+∞un = 1

2
puis un équivalent de

n∑
i=0

ni

i !
.

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 12 -
En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout x > 0 :∫ x

−∞
e−t 2/2 d t ⩾

p
2π

(
1− 1

2x2

)
.

- EXERCICE 13 -
On considère une variable aléatoire discrète Z , d’espérance nulle et de variance σ2.

1. Montrer que, pour tout couple (a, x) ∈ ]0, +∞[×R+ : P (Z ⩾ a)⩽ P
(
(Z +x)2 ⩾ (a +x)2).

2. En déduire, en utilisant l’inégalité de Markov, que : ∀a > 0, ∀x ⩾ 0, P (Z ⩾ a)⩽
σ2 +x2

(a +x)2
.

3. En déduire que : ∀a > 0, P (Z ⩾ a)⩽
σ2

σ2 +a2
.

On pourra étudier la fonction f : x 7→ σ2 +x2

(a +x)2
sur R+.

- EXERCICE 14 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note φ sa fonction de répartition.
Pour tout n ∈N∗, on considère la variable aléatoire Yn suivant la loi N (0,1/n), indépendante de X .
On pose Zn = X +Yn .

1. Exprimer la fonction de répartition de Yn à l’aide deΦ.

2. Montrer que Yn converge en loi vers une loi discrète que l’on précisera.

3. (a) Rappeler la loi de Zn puis exprimer la fonction de répartition de Zn à l’aide deΦ.

(b) Montrer que la suite (X +Yn)n∈N∗ converge en loi vers X .

- EXERCICE 15 -
On considère une suite (Xn)n⩾1 de variables aléatoires indépendantes, définies sur le même espace probabi-

lisé,et suivant toutes la loi de Bernoulli de paramètre
1

2
. Pour tout n ∈N∗, on pose Sn =

n∑
i=1

Xi .

1. Quelle est la loi suivie par Sn ? Donner son espérance et sa variance.

2. (a) Montrer que pour tout ε> 0, on peut trouver une constante Kε telle que pour tout n ∈N∗,

P

(∣∣∣∣Sn

n
− 1

2

∣∣∣∣⩾ ε

)
⩽

Kε

n
·

(b) En déduire que pour tout réel r vérifiant 0 < r < 1

2
, on a : lim

n→+∞P

(∣∣∣∣Sn

n
− 1

2

∣∣∣∣⩾ 1

nr

)
= 0.

3. Montrer d’autre part, à l’aide du théorème limite central, que P

(∣∣∣∣Sn

n
− 1

2

∣∣∣∣⩾ 1p
n

)
admet une limite non-

nulle lorsque n tend vers +∞.
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