ECG2 Probabilités 5 - Convergence et approximation
- EXERCICE 1 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A.

1 1
1. Justifier que pour toute >0,ona: P (X— 1 > e) < P['X— 1

26).

N

3
2. En déduire, en utilisant 'inégalité de BT avec une valeur de € bien choisie, que: P (X > Z) <

- EXERCICE 2 -

Soit a un réel strictement positif et X une variable aléatoire vérifiant E(X 2Y=2a et V(X% =4d°

On considére n variables aléatoires (X, X, ..., X;;) indépendantes et suivant toutes la méme loi que X.
n

1
On note S, la variable aléatoire définie par: S, = o 3 X,%
k=1

1. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.
2. Ecrire I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire S,, puis en déduire :

2

a
Ve>0, P(ISp—al<e) 2 1-—
ne

3. Onpose a = 1. Déterminer une valeur de 7 telle que la probabilité que S,, appartienne al'intervalle [0.9;1.1]
soit supérieure a 0.95.

Pour tout n € N*, on définit la fonction f;, sur R par: f,,(x) = 2,2

- EXERCICE 3 - 0 six<0
{ 2xe" 2 six> 0
1. Montrer que pour tout n € N*, f,, est une densité de probabilité.
2. Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires telle que pour tout n € N*, X,, admet pour densité f;,.
(a) Déterminer la fonction de répartition de Xj,.
(b) Etudier la convergence en loi de (X},) pens-

- EXERCICE 4 -
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére une variable aléatoire X, prenant ses valeurs dans

k-1[n+1
[2; n+1] et vérifiant : Vke[[Z;n+1]],P(Xn:k):—k(nk )
n

k-1
1. Pour tout entier k > 2, on pose : uy = — Vérifier que la suite u définit une loi de probabilité.
On considere alors une variable aléatoire Z telle que pour tout k > 2, P(Z = k) = uy.

2. (a) Montrer que

n nk
k| n—+oo !’
(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (X),>» converge en loi vers Z.

- - x\n
EXERCICE 5 an (1 _ _)

. P P . sio<x<n
Soit n € N*. On définit la fonction f, par: VxeR, f,(x)=

sinon
1. Déterminer a, pour que f;, soit une densité de probabilité.
2. Soit (X,) nen+ une suite de variables aléatoires a densité telle que X,, admette f,, pour densité.
(a) Déterminer la fonction de répartition F,, de X,,.
(b) Montrer que (X;,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire Z que I'on déterminera.
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- EXERCICE 6 -
Soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parametre 1.
On pose Z, =sup(Xj,..., X,) —In(n), et on admet que Z, est une variable aléatoire.

1. Déterminer la fonction de répartition deZ,.

2. On pose Z = —In(X), ot X suit aussi la loi exponentielle de parametre 1.
(a) Donnerlaloide Z.
(b) Montrer que la suite (Z,),>; converge en loi vers Z.

- EXERCICE 7 -
On considere une suite de variables aléatoires (U;) ;en+ mutuellement indépendantes de méme loi uniforme
sur [0; @]. Pour tout n € N*, on définit: X,, = max(Uy,...,U,) et Y,=n(a-X,).
1. (a) Onnote C, la variable certaine égale a a. Donner la fonction de répartition de la variable Cy,.

(b) Montrer que la suite (X},) converge en loi vers la variable certaine égale a a.
2. (a) Préciser Y,(Q) puis déterminer la fonction de répartition de Y.

(b) En déduire que (Y,,) converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle de parameétre 1/a.
3. Dans cette question, on suppose que @ = 1.

(a) Ecrire une fonction Python "def SimuY(n) :" quisimule la variable Y;,.

(b) La commande "SimuY (100) " renvoie une simulation approchée de quelle loi?

(c) Ondonnee™! =0,37.
En utilisant la loi faible des grands nombres, préciser, en le justifiant, laquelle des trois valeurs sui-
vantes affiche le programme ci-dessous: 0,37, 0,63 ou 0,185.

S =0
N = 10000
for k in range(N)
if SimuY (100) <= 1
5 S =S +1
6 print(S/N)

ENE R RN

- EXERCICE 8 -
Pour tout n € N*, on considére une variable aléatoire S, suivant la loi binomiale de parametres n et p.

1. Rappeler I'espérance et la variance de S,,.
2. En utilisant le théoréme limite central, en déduire la valeur de nliIP P(S, < np).
—+00

- EXERCICE 9 - 1
Pour tout n € N*, on consideére une variable aléatoire X,, suivant la loi % [n, 5) On note @ la fonction de

répartition de la loi .A°(0,1).
2X,—n
1. Pour tout 7 € N*, on pose X, = ———— Justifier que la suite (X}) ,cn+ converge en loi vers une variable
n

aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
2. Par quelle loi peut-on approcher la variable aléatoire X, lorsque 7 est assez grand?

Montrer que pour un tel n suffisamment grand : VkeN, P(X, > k)= ® (

- EXERCICE 10 - k
Soit k € N*. On pose Y} = Z X; avec (Xj,..., Xi) des variables indépendantes suivant la loi toutes la loi 22(5).
i=1
1. Rappeler E(Yy) et V(Yy).
o] _2
2. Justifier 'existence d’'un unique réel #, > 0 qui vérifie f Te_ 2 dx=0,99.
—00 T

3. Etablir que klim P([Y -5k > tyV5k]) =0,01.
—+00
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- EXERCICE 11 -

On considere une suite (X,),>; de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé, indépen-

. . n & ni
dantes, et suivant toutes la loi 22(1). Pour tout n € N*, on pose S;, = Z Xietu,=e™" Z =
k=1 i=0 b’
1. Donner la loi de S, son espérance et sa variance puis montrer que pour tout n € N*, u, = P(S,, < n).
. o . . | % on!
2. En appliquant le théoréme limite central, en déduire que nhIP Up=7 puisun équivalentde ) =
—+00 A
i=0

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 12 -
En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout x >0:

x 1
f e Par> \/27'[(1——).
oo 2x2

- EXERCICE 13 -
On consideére une variable aléatoire discréte Z, d’espérance nulle et de variance o,

1. Montrer que, pour tout couple (a, x) €10, +oo[ xRy : P(Z > a) < P((Z+x)2 > (a+ x)z).

2., .2
g+ X
2. En déduire, en utilisant 'inégalité de Markov, que: Va >0, Vx >0, P(Z > a) < W
a+x
2
P T
3. Endéduire que:V¥a>0,P(Z2> a) < —.
o’+a
2452
On pourra étudier la fonction f : x — ——— surR..
p fe f @+ 0?2 +

- EXERCICE 14 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note ¢ sa fonction de répartition.
Pour tout n € N*, on considére la variable aléatoire Y, suivant la loi 4'(0,1/n), indépendante de X.
Onpose Z, = X+Y,.
1. Exprimer la fonction de répartition de Y, a 'aide de ®.
2. Montrer que Y, converge en loi vers une loi discrete que I'on précisera.
3. (a) Rappeler laloi de Z, puis exprimer la fonction de répartition de Z, al’aide de ®.
(b) Montrer que la suite (X + Y},) sen+ converge en loi vers X.

- EXERCICE 15 -

On considere une suite (X;),>; de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabi-

. . . . 1 “
lisé,et suivant toutes la loi de Bernoulli de parameétre 3 Pour tout n € N*, on pose S, = Z Xi.
i=1
1. Quelle est la loi suivie par S, ? Donner son espérance et sa variance.
2. (a) Montrer que pour tout £ > 0, on peut trouver une constante K telle que pour tout n € N*,

P( Sn 1‘>£)<&~

X

n 2 n
P . L. 1 . Sp 1 1
(b) En déduire que pour tout réel r vérifiant0<r < —,ona: lim P||—-=|>—|=
2 n—+oo n 2 n"
) 5 1as PN - Sp 1 1 ..
3. Montrer d’autre part, a I'aide du théoréme limite central, que P ~ 3 > T admet une limite non-
n

nulle lorsque 7 tend vers +oo.
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