ECG2 Probabilités 5 - Convergence et approximation - Un corrigé

- EXERCICE 1 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1.

X 1>)
-—=|>e€l.
A

< —e) donc par incompatibilité :

1. Justifier que pour toute >0,ona: P (X— —> e] < P(

1 1
Ona: (‘X—ﬂ;e):(X—Z}e)u(X—
P(X—1 >e)—P(X—1>e)+P(X—1<—e)
M7 A7 A

1 1
tainsi: P|{X—-—2> P X-=|2>
et ainsi ( 1 e) (‘ /1| e)

3 1
2. En déduire, en utilisant I'inégalité de BT avec une valeur de ¢ bien choisie, que : P (X > Z] < T

1 1
Comme X admet un moment d’ordre 2 et que E(X) = 1 etV(X)= 1z on a d’apres I'inégalité de BT :

V(X)
Ve>0,P(IX-EX)| =€) <
soit
1 1
Ve>0, P||X-~|>e€| <577
2
ce qui donne avec la question précédente avec € = Z
A R e
__/_ YRS 212
A Al az(3)

soit : P(X>3)<1
: 1<

- EXERCICE 2 -
Soit a un réel strictement positif et X une variable aléatoire vérifiant E(X 2)=2a et V(X?) =4d’.
On consideére n variables aléatoires (X1, X, ..., X};;) 1ndépendantes et suivant toutes la méme loi que X.

On note S, la variable aléatoire définie par: S, = 2— Z X? o
=1

1. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.
S, admet une espérance et une variance comme somme finie de variables aléatoires en admettantetona:

* E(Sp) =

1 u 1
— Z X2 == Z E(X?)=—2na=a parlinéarité de 'espérance et car les X; suivent tous
- kI™ 2n = K" 2n

la méme loi que X.
s V(S)=V L Zn: X,%) = L zn: V(X3 = L4na2 = a—z par indépendance des variables Xx? (d’apres le
niz 4n2 o TR T an? n k
lemme des coalitions puisque les X sont indépendantes) et car les Xj suivent tous la méme loi que X.
2. Ecrire Pinégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire S, puis en déduire :

2

a
\16>0,P(|S,,—a|<e)>l——2
ne

a2
Comme S, admet un moment d’ordre 2 et que E(S,) = aet V(S,) = o on a d’apres I'inégalité de BT :

V(Sn)
Ve>0, P(S,—ESpl>e) <

© 0O
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soit
Ve>0, P(S,-al>e)<—

Soit, en considérant I'événement contraire

2
a
Ve>0, 1-P(ISp—al<e)<—;
ne
ce qui donne

@2
Ve>0, P(S,—al<e)> 1——2

ne
Enfin, en remarquant que: (S, —a<e) < (IS, —al <€), on obtient le résultat demandé :

2
a
Ve>0, P(IS,—al <€)>P(|Sn—a|<€)>l—$
3. On pose a = 1. Déterminer une valeur de 7 telle que la probablité que S, appartienne a l'intervalle
[0.9;1.1] soit supérieure a 0.95.
Pour a = 1, on obtient :

1
Ve >0, P(ISn—1|<€)2l—n—

2
soit 1
Ve>0, P(-e<S,-1<e)>1-—
ne
puis en choisissante =0,1:
1
Ve>0, P0,9<S, <L, )>21-—
ne?
. N . . .. 1
Pour répondre a la question, il faut choisir n tel que : 1 - w > 0,95, ce qui donne apres résolution
n > 2000.
- EXERCICE 3 - 0 six<0
Pour tout 7 € N*, on définit la fonction f, sur R par: f,(x) = , o2 .
xe 2 six>0

1. Montrer que pour tout 7 € N*, f,, est une densité de probabilité.
* f, est clairement positive sur R (par produit sur R.).
* fu est continue sur R* (comme constante sur R* et par composition et produit sur R}).
f fn(x) dx CV si et seulement si f [fn(x) dx car f, estnulle sur R_.
Soit A > 0. On a en notant que 'intégrande est de la forme u'e"

2.2 A

A A —ncx
/fn(X)dx=f n’xe” 7 dx=
0 0

22

=—e 2z +1

242

—e” 2

0

— 1 par composition.
A—+oo0

Ainsi, f, est une densité de probabilité.
2. Soit (X,,) ,en+ une suite de variables aléatoires telle que pour tout 7 € N*, X, admet pour densité f,,.

(a) Déterminer la fonction de répartition de X,.
On a clairement X, (Q) =R,

t
e Sit<0,ona: Fy, (1) :f 0dx=0.
—00
* Sit>0,onad’apres le calcul de la question précédente (avec ¢ ala place de A:

-n2e?

13 t 2
FX”(t):/ fn(x)dx:f nlxe T dx—l e 2
—00 0
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o 0 sift<0 - EXERCICE 5 - n(l_f)” sio<x<n
Ainsi, Fx, (1) = -y . . Soit n € N*. On définit la fonction f,, par: VxeR, f,(x)=
l1-e 2 sit>0 sinon
(b) Etudierla convergence en loi de (X},) yen-. 1. Déterminer a, pour que f, soit une densité de probabilité.
1l s’agit de calculer nLHPOOFXn (f).Ona: ¢ Lafonction f est continue sur R\ {0, 7} (comme composée sur ]0, [ et constante ailleurs).
; L _ X
* Sir<0: nlierFxn (1) =0. e Comme 1—-— >0sur [0, n], lafonction f est positive sur R si et seulement si a, > 0.
n
—n?¢?
«Sit>0: lim Fx ()= lim 1-e 2z =1 o *infty ) s ,
! A Fx, ()= lim 1-e e Lintégrale f fn(x) dx converge si et seulement si / fn(x) dx converge car f, est nulle ailleurs. On
. - 0
0 sit<0 a: 0
Posons X la variable certaine égale a 0, de fonction de répartition Fx (t) = { 1 £>0 qui est continue " " R
sit> X
. dx = (1-2)"a
sur R*. fo fn(x)dx fo a, . x
On a alors pour tout ¢ # 0 (point de continuité de Fx : lirP Fx, (t) = Fx(t) donc X,, converge en loi —n x\n+11"
ourout 170 ot . a2 (1-2)
vers X la variable certaine égale a 0. "ln+1 n 0
n
=ay -
- EXERCICE 4 - n+1
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on considére une variable aléatoire X,, prenant ses valeurs dans +infty n n+1
k-1(n+1 Ainsi,ona:f frx)dx=1 < a, =1 << a,=—— >0.
[2; n+1] etvérifiant: Yk e [2n+1],P(X,=k) = —— . —o n+l n
n

k n+1

Finalement, f, est une densité de probabilité si et seulement si a, = .
n

. k-1 . . . . -
1. Pour tout entier k > 2, on pose: uy = - Vérifier que la suite u définit une loi de probabilité. 2. Soit (X;,) nen une suite de variables aléatoires a densité telle que X, admette f, pour densité.

On considere alors une variable aléatoire Z telle que pour tout k > 2, P(Z = k) = uy. (a) Déterminer la fonction de répartition F,, de X,,.
sy Ona X,,(Q) =[0, n] donc:
* Commencons par montrer que : Z ur=1.S0it N>2.0na: n(€) ,[ :
k=2 e Fu()=0 si t<0
N N ko1 e Fp(f)=1 si t>n
Zuk:Z—‘ e Pourt€|0, nl,ona:
k=2 = K
t n+l ! x\n
o1 1 an:f fn(x)dx:—f (1-2)" dx
— R —00 n Jo n
k=2 (k=D k! n+l[ -n (1 x)nﬂ]t
1 1 = _Z
=——— Somme téléscopique n |n+l n 0
1 N! xynt1]?
— 1 =|-|1-=
N—+oc0 [ ( n) ]0
n+1
* De plus, ux >0 (évident) donc uy < 1 (la somme des termes étant égale a 1). -1- (1 - ﬁ)
n nk "
2. (a) Montrer que ~
' k| n—too kI 0 sit<0
Ona: n+l
n|  n nn-1)..n-k+1) nk Finalement, ona: Fy(1) = 1—(1—;) site(0, n].
k)] (n-kk k! n—+co k! 1 sit>n
les k termes du numérateur étant tous équivalents 2 7. (b) Montrer que (X,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire Z que 'on déterminera.
(b) Montrer que la suite de variables aléatoires (X,),>, converge en loi vers Z. Il s'agit de déterminer la limite de Fx, (x) = F,(x) lorsque 7 tend vers +oo.
L. . -1 e Pourx<O0,ona: lim Fy,(x)= lim 0=0
1l s’agit de montrer que pour tout k >2,ona: nhIP PX,=k)=P(Z=k)= 0 n—+oo n—+oo
oo 1
Or, on a avec I'équivalent de la question précédente (en remplacant n par n+1) : * Pour x>0. x\n+l
Lorsque n est assez grand (n tend vers +00), ona 0 < x < ndonc Fy, (x) =1— (1 — —) .
n
k-1[n+1 k-1(m+Dk k-1 Or,ona:
P(Xp=k)= nk ( k )"—:—oo nk k! n—too k! =PZ=k x)ntl x
: : * (1——) :exp((n+1)ln(1——])
n n
n+ Dk nk X X\ . X X x
car n+1~ ndonc ( . ) oo 7 = 1 par puissance et quotient d'équivalents. * (n+ 1)ln(1 - ;) ~(n+1) (_;) =-—x par produit car ln(l - ;) ~—, ar - —0
n -
T . x X
Ainsi, nLUPOOP(Xn = k) = P(Z = k) donc (X;,) n>2 converge en loi vers Z. * Donc lim (n+1) ln(l - —) =—X puis par composition lim exp ((n +1) ln(l - —)) =e "
n—+oo n n—+oo n
xX\n
D Onadonc: lim Fx,(x)= lim 1—(1——) =1-e".
n—+oo n—+oo n
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. 0 six<0
Onadonc: lim Fy,(x)= _ K = Fz(x) avec Z — &(1).
n—+00 1-e six>0
1l est inutile de chercher la limite pour x = 0 car Fz est continue sur R*.
Finalement, la suite (X,,) converge en loi vers la variable Z — &(1).

X

- EXERCICE 6 -
Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de paramétre 1.
On pose Z,, = sup(Xj,..., X,) —In(n), et on admet que Z, est une variable aléatoire.

1. Déterminer la fonction de répartition de Z,,.

Notons M, =sup(Xj,..., Xp).
On a clairement S, (Q) = R (car X;(Q) =Ry pour tout i) donc Z,,(Q) = [-In(n), +oo[. Ainsi :

e Sit<-In(n),ona:Fz, (1) =0.
e Sit>-In(n),ona:
Fz,()=P(Z,<1)
=P(sup(Xy,...,Xp) < t+1n(n))
=PX;<t+In(n)n...nX, < t+In(n)
=P(X; < t+In(n)"* parindépendance et car les X;suivent la méme loi

_ (l_e—t—ln(n))n
et \"
e H\"
-5
n

0 sit<—In(n)

Ainsi, FZ,(t) = e H\" . .
(1—7) sit>—In(n)

2. On pose Z = —In(X), ot X suit aussi la loi exponentielle de parametre 1.

(a) Donner laloide Z.
Comme X (Q) =R}, et que la fonction In est bijective de R} sur R, on a Z(Q) = R. Ainsi, pour tout ¢ € R,
ona:

Fz()=P(Z<t)=P(-In(X)< 1)
=P(n(X)>-1
=P(X>e ") carlafonction exp est croissante
=1-Fx(e™" car X est une variable a densité
=1- (1 - e*e”]
= e_e_[
(b) Montrer que la suite (Z,),,>, converge en loi vers Z.
11 s’agit de montrer que nlirp Fz,(t) = Fz(t) pour tout € R (car Fz est continue sur R).
—+00
Soit t € R. Pour n assez grand (n tend vers +o0), ona t < —In(n).
e \"
Eneffet,ona: t<-In(n) < n>e . Ainsi, on apour nassez grand : FZ,(t) = (1 — —) .Or,ona:
n

e H\" et
. FZn(t):[l——) :exp(nln(l——))
n n

e’! e’! et
. nln(l - —) ~n (——) =—e! parproduit car — — 0.
n n n
-t
e Donc lim nln(l - e_) =—e! puis par composition lim FZ,(t) =e”® = Fz(1).
n—+oo n n—+oo

Ainsi, (Z,),>1 converge en loi vers Z. D
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- EXERCICE 7 -
Pour a € R}, on considére une suite de variables aléatoires (U;) jcn+- mutuellement indépendantes de méme
loi uniforme sur [0; a]. Pour tout 1 € N*, on définit: X,, = max(U,...,U,) et Y, =n(a-X,).
1. (a) Onnote C, lavariable certaine égale a a. Donner la fonction de répartition de la variable C,.
0 six<a
Ona: Cu(Q)={a}, P(Co=a)=1et Fc,(x)= X .
1 six>a

(b

=

Montrer que la suite (X,;) converge en loi vers la variable certaine égale a a.
0 six<O0

Pour tout i € [1; n],ona: Fy,(x)= sio<x<a.

a
1 six>a

Commencons par remarquer que X, (Q) = [0; a].

On applique la méthode pour la loi du "max". On a pour tout réel x :

(max(Uy,...,Up) <) = (UL <0)n---n Uy < )
ce qui donne :

P(Xp < x) =P(max(Uy,...,Up) <x)=P((Uy <x)N---N (U, < X))
=P(U, <x)x---xP(U,<x) parindépendance
=P(U; <x)" carles variables suivent la méme loi
= (Fuy, ()"
0 six<0
x\n
Fy, (x) = (—) sio<x<a
a
1 six>a
1l s’agit de montrer que Fx,, (x) vy Fc, (x) pour tout x ol F¢, est continue donc sur R\ {a}.
—+00

e Pourx<O0,ona: lim Fx,(x)= lim 0=0= Fc,(x)
n—+oo n—+oo

xX\n X
e Pourx<a,ona: lim Fx,(x)= lim (—) =0=Fc,(x) car —<1.
n—+oo n—+oo\ a
e Pourx>a,ona: lim Fx,(x)= lim 1=1=Fc,(x).
n—+oo n—+oo
Finalement, la suite (X,,) converge en loi vers la variable certaine égale a a.
2. (a

=

Préciser Y, (Q) puis déterminer la fonction de répartition de V.

Ona: X,(Q)=[0;a] donc (a—X,)(Q)=[0;a] et Y,(Q)=n(a-X,) Q) =I[0;nal.
On a alors :

¢ Fy,(x) =0pour x<0.

¢ Fy,(x)=1pour x > na.

e Pourtout x€ [0;nal,ona:

Fy,(x) =P(Y, < x)=P(n(a—-X,) <x)
= Pla-X, <)
n
X
=PXpza--)
n
“1-PX,<a-2)
n

X . N s
=1-Fx,(@——) car X, estuen variable a densité
n

x
Comme 0 < x< na,onadonc 0 < a—— < aetdonc
n
xX\n
x a2 X \n
Fy,(X)=1-Fx, (@-=)=1- :1_(1__)

n a na
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(b) Endéduire que (Y,) converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle de parameétre 1/ .
six<0
Soit Z—&(1/a).Ona: Fz(x) = _x . .
l1-e«a six>0
1l s’agit de montrer que Fy, (x) B Fz(x) pour tout x ol Fz est continue donc sur R*.
—+00

* Pourx<0,ona: lim Fy,(x)= lim 0=0=Fz(x)
n—+oo n—+oo

¢ Pour x > 0. X \n
Lorsque 7 est assez grand (n tend vers +00), on a 0 < x < na donc Fy,,(x)ZI—(l—%) .
Or,ona:

X \n X
* (1——) :exp[nln(l——))
na na
X X X X X X
*x nln|{l-—|~n|-——]=—-— parproduitcar Infl-—|~—-— car — —0.
( na) ( na) a parp ( na) na na

X

. X X . .. . X -
* Donc lim nln(l - —) = —— puis par composition lim exp (nln(l - —)) =e .
n—-+oo na a n—-+oo na

n X
Onadonc: lim Fy,(x)= lim 1- (1 — i) =1-e a=Fz(x).
n—+oo n—-+oo na
Finalement, la suite (Y},) converge en loi vers la variable Z — &(1/a).

3. Dans cette question, on suppose que o = 1.
(a) Ecrire une fonction Python "def SimuY(n) :" quisimulelavariable Y.
On commence par simuler les variables U; — %/(]0, 1[) avec la commande rand() (car a = 1) puis la
variable X,, avec la commande max et enfin Y,,.Ona:

1 def SimuY(n)
2 U=[]
3 for i in range(n)

4 U.append(rd.rand()) \\ Simule un vecteur de n v.a de loi uniforme Orona: X;=

5 Xn = np.max (U)
6 Yn = n*x(1-Xn)
7 return Yn

(b

=

La commande "SimuY (100) " renvoie une simulation approchée de quelle loi?

La commande SimuY(100) prend la valeur 100 pour n. On peut considérer que 7 est assez grand donc
SimuY(100) permet de simuler la variable Z — &(1/a) car Y,, converge en loi vers Z.

(c) Ondonnee™! ~0,37.

En utilisant la loi faible des grands nombres, préciser, en le justifiant, laquelle des trois valeurs sui-
vantes affiche le programme ci-dessous: 0,37, 0,63 ou 0, 185.

1 S =0

2 N = 10000

s for k in range(N)

4 if SimuY (100) <= 1
5 S =S +1

s print(S/N)

Dans le programme, la ligne if SimuY(100) <= 1 teste si Z est inférieur a 1.

La variable S compte donc le nombre de fois ou Z < 1 lors des N = 10000 expériences.

La commande print(S/N) affiche donc la fréquence de I'évéenement Z < 1.

La loi faible des grands nombres nous dit que cette fréquence a une tres forte probabilité d’étre proche
de la probabilité P(Z < 1).

Donc: SIN=P(Z<1)=Fz(1)=1 -e1~1-0,37=0,63.

- EXERCICE 8 -
Pour tout 7 € N*, on considére une variable aléatoire S, suivant la loi binomiale de paramétres 7 et p.

-7/10- D

1. Rappeler 'espérance et la variance de S,,.
Ona: E(S,)=np et V(S,)=npgq.

2. En utilisant le théoréme limite central, en déduire la valeur de liIP P(S, < np).
n—+o0

n
Comme S, = Z X; avec X; — %B(p) indépendante et de méme loi (et de variance non nulle), on sait d’apres
i=1
le TLC que S}, converge en loi vers N avec N — .4/(0,1). On a alors :

P(S,<np)=P(S,-np<0)

:p(s"__npgo)
vnpq

=P(S;,<0) B ®(0)=1/2 dapresle TLC
Ainsi, nlirzlooP(Sn <np)=1/2.

- EXERCICE 9 - 1
Pour tout n € N*, on considére une variable aléatoire X,, suivant la loi % (n, 5] On note ® la fonction de

répartition de laloi .4'(0, 1).
2Xp—n

1. Pour tout n € N*, on pose X, = . Justifier que la suite (X};) ,cn+ converge en loi vers une variable

aléatoire suivant la loi norn}ale centrée réduite.
Comme X, suit la loi & (n, 3 on peut écrire X, comme une somme de variables de Bernoulli indépen-

" 1
dantes: X, =) Y;avec pour touti € [1; n], ¥; — % (5) indépendantes.
i=1
D’apres le théoréme limite central, la suite (X};),en+ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée réduite. X _n
Xn—EXp) Xn—% 2X,-n
= = d’ot1 le résultat.
V(Xn) \/g vn
2. Par quelle loi peut-on approcher la variable aléatoire X, lorsque 7 est assez grand ?
n- 2k)
vn |

D’apres la question précédente, on peut approcher X;; par une loi normale pour 7 assez grand. On a alors :

Montrer que pour un tel » suffisamment grand: VkeN, P(X, > k) = ® (

) d’apres le TLC

) car variable a densité

- EXERCICE 10 - k
Soit k € N*. On pose Y. = Z X; avec (Xj,..., X;) des variables indépendantes suivant la loi toutes laloi 22 (5).
i=1
1. Rappeler E(Y}) et V(Y}).
Par stabilité des lois de Poisson indépendantes, on peut dire que Y} suit la loi de Poisson 2 (5k).
Onaalors: E(Yy) =5k et V(Yy) =5k.

L R
2. Justifier I'existence d’un unique réel 7, > 0 qui vérifie f Te_ 2 dx=0,99.
—00 /4
11 s’agit de montrer qu'il existe un unique réel t, > 0 tel que : ®(#) = 0,99. Utilisons le TBM.
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o @ est de classe €' sur R car ¢ est continue sur R.
* @ est strictement croissante sur R car ¢ y est strictement positive.

e lim =0et lim =1
X——00 X—+00
Ainsi, ® réalise une bijection de ] —oo, +oo[ vers 10, 1[.
Comme 0,99 € ]0, 1], il existe un unique réel ¢, tel que : ®(#) =0,99.
De plus ®(0) =1/2 < 0,99 donc > 0.

3. Etablir que klim P(Y -5k > tyV5k) =0,01.
—+00

Yi—

P(Yi -5k > toV5k) = P( k>to)

=P(Y{ > to)
=1-P(Y; < t)
— 1-®(ty) d’apresle TLC
k—+o0
=1-0,99=0,01 dapresla question précédente

- EXERCICE 11 -

On considére une suite (X,),>; de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé, indépen-

n _ n nl
dantes, et suivant toutes la loi 22(1). Pour tout n € N*, on pose S, = Z Xretu,=e ") —

k=1 s
1. Donner laloi de S,, son espérance et sa variance puis montrer que pour tout n € N*, u,, = P(S,, < n).
¢ Par stabilité des lois de Poisson indépendantes, on peut dire que S,, suit la loi de Poisson & (n).
Onaalors: E(S,) =netV(S,)=n.

n nl n nl n
e Ona: un:e’”ZT: Z,—'e’”:ZP(Sn: i)=P(S,<n).
i=o b iz b i=0
1 nopi
2. En appliquant le théoréme limite central, en déduire que nlirP U, = > puis un équivalent de Z -
—+00 i=0 A
n
Comme S, = Z X; avec X; — 2(1) indépendante et de méme loi (et de variance non nulle), on sait d’apres
i=1
le TLC que S;‘l converge en loi vers N avec N — .4(0,1). On a alors :

Sp—n
vn
=P(S;,<0)
= ®(0)=1/2 d’apresle TLC

un:P(sngn):P( go)

n

Pour obtenir un équivalent, on va faire apparaitre un quotient qui tend vers 1. On a :
i

. n I
. o o nt N =0 4y
lim u,=1/2 soit lim e — =1/2 soit lim ———=1.
n—+oo n—-+oo £ 1! n—-+oo e
i=0 2
n i n
.. n €
Ainsi : Zf~—.
it 2

1

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 12 -
En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que pour tout x >0:

x 1
f e Pdr> \/271(1——).
oo 2x2

- EXERCICE 13 -

On consideére une variable aléatoire discréte Z, d’espérance nulle et de variance o,
1. Montrer que, pour tout couple (a, x) €10, +oo[ xRy : P(Z > a) < P((Z+x)2 > (a+ x)z).
0%+ x?
(a+x)?"

2. En déduire, en utilisant 'inégalité de Markov, que: Va >0, Vx>0, P(Z > a) <

2
3. Endéduire que:¥a>0,P(Z> a) < ———.
0+ a’,
o+ X
On pourra étudier la fonction f : x —
(a+x)?

surlR,.

- EXERCICE 14 -
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note ¢ sa fonction de répartition.
Pour tout n € N*, on considére la variable aléatoire Y,, suivant la loi 4'(0,1/n), indépendante de X.
Onpose Z, = X+Y,.
1. Exprimer la fonction de répartition de Y, a 'aide de ®.
2. Montrer que Y,, converge en loi vers une loi discrete que I'on précisera.
3. (a) Rappeler laloi de Z, puis exprimer la fonction de répartition de Z, al’aide de ®.
(b) Montrer que la suite (X + Y},) sen+ converge en loi vers X.

- EXERCICE 15 -
On considere une suite (X;),>; de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabi-

. . . . o1 z
lisé,et suivant toutes la loi de Bernoulli de parameétre N Pour tout n € N*, on pose S, = Z Xi.
i=1
1. Quelle est la loi suivie par S, ? Donner son espérance et sa variance.

2. (a) Montrer que pour tout £ >0, on peut trouver une constante K telle que pour tout n € N*,

4

1
(b) En déduire que pour tout réel r vérifiant 0 < r < > ona: nlirp P(
—+00

Sp 1
7—5 Ze|<

K
n

Sn 1‘>1)_
n 2|7 n)

S, 1

3. Montrer d’autre part, a I'aide du théoreme limite central, que P( —— 5| > \7) admet une limite non-
n n

nulle lorsque 7 tend vers +oo.
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