2

ECG2 Analyse 1 - Comparaison de fonctions - DL - Corrigé 7. Intuitivement, In(1 + v/x) est négligeable devant x% en +oo donc In(1 + Vx) - x° fodinrat
(o)

- EXERCICE 1 - Donc llr_P In(1+ \/}) - JC2 = —00.
X—+00
Calculer les limites des fonctions suivantes aux points indiqués. Plus rigoureusement, on est obligé de factoriser par le terme dominant :

1. » En0": Opérations classiques sur les limites.
lim+ Inx+x-1=-0c0 et lim+ x+e *=1 parsomme 1 1
=0 C nx+x-1 x=0 . 1n(1+\/})—xzzln(\/}(\/—f1))—x2:1n(\/})+1n(1+\/—E)—x2
donc lim —————— = —oco par quotient.
x—0t x+e ¥ 12 1 2
=In(x""*)+In(1+ —) — x
* En +o00: Paréquivalents, I'élimination des termes négligeables donne : VX

X Inx+x-1

1 1
X 2
1 ~ X ~ Z = i =—In(x) +In(1 + )—x
Inx+x 1+oox et x+e X donc peraodin 1 par quotient 2 Jx
Inx+x-1 - _y?

donc lim oo

x—+o0 x+e ¥

2. * Opérations classiques sur les limites : en éliminant les termes négligeables.

1
i -X -2 =l X4 -0t i -X —2 =— iti 1 In(x) . .
xl_l.Tooe X xl_l.IB)oe + X2 0" donc xlilllooln (€™ +x7) = —oco par composition. 8. Remarquer que xx =e x puis on obtient.
. In(x) i S S 6] .
3. * Par opérations sur les équivalents : * Eno*: 11151+ —— =—o0 par quotient donc lng)foc = 11161+ e » =0 par composition.
x— X X— X—
D’une part, e*-1 X donc 1-e* ==X en multipliant par —1. In(s)
. n(x . D, In(x) "
D’autre part, In(1+x)~x donc xIn(1+x) ~ 2 e En+oo: lim =0 parCC donc lim x* = lim e r =1 parcomposition.
0 0 X—+00 X X—+00 x—0t

(1-e9? (-x)? (1-e9?

donc par quotient : =1 donc lim 9. lim xe* = lim vie'= lim t'2e7" = 0 par CC.

xIn(1+ x) o x? x—+too xIn(1+x) X400 = e t—+00
4. » En +oo: Paréquivalents, I'élimination des termes négligeables donne : 10. Par quotient d’équivalent (avec (1+x)* -1~ ax) :
xe*+1 xe* . .oxet+1 . 0
TR S ox =X par quotient donc xllIP el o XEIP X = +00. .
er+1 +oo e oo e¥ + 0o /71+x_1_(1+x)1/2_1 Ex_l
¢ En —co: Opérations classiques sur les limites et croissances comparées donnent : X X 0 x 2
Y1
D’une part, lim xe*+1=1 parCC et lim e*+1=1 donc lim =1 par quotient. Vitx—1 1
p X——00 p X——00 x—-00 eX+1 parq Donc lim —x =_,
x—0 X 2
5. « En 0+ . 1/x In(1+x)
, . . , i Ux_ g el 11. Remarquerque: (1+x) " =e * .
D'une part, )}E{,k e” =1 etdautre part o xe = amy T +oo par CC On ne peut pas utiliser les équivalents car on ne pourra pas composer par exp.
donc lim e* — xe!’* = —c0. On Lllti%ilse le)s limites. Ona:
—0+ . In(l+Xx . o . .
* hn}) ——— =1 donc par composition de limites (la fonction exp est continue), on trouve :
- x— X —
e En0 : i . In(1+x)
u e! hm(1+x)”x:hmenxx =e.
D’une part, lir(r)l e* =1 etd’autre part 11151 xe'* = llim 5= 0 par quotient =0 x=0
x—0" x—07 ——00
et xellX . In(1+x% . 0
donc xlir}){e xe " =1 12. ¢ En0": im———= =0 par quotient (—)
x—0 In(x) —00

¢ EB:(’O : Ux . o " Ux " o ¢ En +oo: On ne peut pas écrire In(1 + x%) = In(x®) car on ne peut pas composer par les équivalents. On

e ~ 1 donc xe ~ X mais on ne peut pas écrire e*—xe " ~ e —x (somme déquivalents . . 0

J 400 +oo +oo factorise par le terme dominant.

interdite).

1/x
, . xe 3 3 Bl 1 1
On factorise alors par e¥, ce qui donne : e — xel/* = e¥ (1 _xe ) In(+x%) _InGH)+In(l+5)  3Ine) +In(+35) . I+
. el Ix collx In(x) In(x) In(x) In(x) x—+oo
Onalors: lim e'/*= 1, lim — =0 parCC donc lim =0. et lim 1- =1.
x—+00 Xx—+oc0 X xX—+00 X—+00 er
xel/x

Finalement, lirP e*—xel’* = lim e* (1 - ) =+oo par produit.
X—+00

X—+00

xIn(x*)-Inx _ 2xIn(x) —Inx

6. Remarquer que uis
q d vVx+1 vVx+1 P

liI{)1+ 2xIn(x) =0 parCC donc lirgl+ 2xIn(x) —Inx = +o0 par somme.
X— X—
D i 2xIn(x) —Inx N Hent

onc: lim ————— =+o00 par quotient.

x—0% vVx+1 pard D
-1/12- -2/12-



- EXERCICE 2 -

ATaide des développements limités, déterminer un équivalent puis calculer les limites des fonctions sui-

vantes aux points indiqués.

1. Onne peut pas utiliser les équivalents a cause de la différence au numérateur. On utilise les DL. On obtient :

nl+x)-x x-E+od)-x -Lio(? -%¥

2x2 B 2x2 B 2x2 i 2x2 4
o o In(0Q+x)—-x 1
Donc lim ————=—-.
x—0*t 2x2 4

2. Onaauvoisinage de 0 :

2 2 2
X -x X
e":1+x+?+o(x2) ot eF=lox+ )+o(x2):1—x+?+o(x2)
donc
2 2
2 2
el 4o ¥ l+x+—+0(x?)+1-x+7=+o0(x?)
-1= -1
2 0 2
2+x%+0(x?)
- 2
2 2
X X
=—+o(x*)~=
2 02
re ¥ x? Tre ¥
Ainsi, — - 1 TS et lir{)l —1 =0 (limite qu'on peut bien stir obtenir sans les DL).
x_,+

3. On ne peut pas additionner les équivalents donc on utilise les DL. On a au voisinage de 0 :
2
X
ef=1 +x+?+o(x2)

donc

2 2
ex—xex—lz1+x+%+0(x2)—x(1+x+x?+o(x2) -1

:x+—+0(x2)—x—x2—x?—o(x3)
2
:—?+o(x2) car x*=o0(x?
2
Ainsi,ex—xex—1~—x—.
0o 2
e¥—xe*-1 -x%/2 1

On a donc par quotient d’équivalents : ~ =—-.
bard d 2x2 0 2x2 4
L. et—xet-1 1
Ainsi, lim———=—-.
x—0  2x?% 4
4. Mettre au méme dénominateur puis utiliser les DL au numérateur a cause de la somme.

1 1 x—e*+1

e -1 x x(e *-=1)

Au numérateur, le DL e* = 1+u+o(u), donne e *

X 2

Au dénominateur, I'équivalent e“—1 " u donne e *-1 3 —x etdonc: x(e*-1) > —-x°.

Ainsi, par quotient, ona:
1 1 x-e*+1 2x -2
e*—1 x x(e*-1) 0-x2 x
1 . =2
——=lim — =+o0.

1
x—0"e¥-1 x x—0" Xx D
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1 -2
Donc: lim ——=lim — =-ocoet lim
x—0te*—-1 x x—0" Xx

31—x+o(x) etdonc: x—e *+1=2x+o0(x) sz'

5. Mettre au méme dénominateur puis utiliser les DL au numérateur a cause de la somme.

Ona:
1 In(l+x) x—01+x)In(1+x)

x1+x) 2 x2(1+x)
Pour le numérateur, on obtient avec de DLdeIn(1+x) enO0:

2
X
x—(1+x)ln(1+x):x—(1+x)(x—?+o(x2)
=o(x?)
2 3
X X
=x—x+—+0H)-x*+=—+o0(x
2 2
2
X 2
=——+o(x
5 (x7)

1 _ln(1+x)__1

Donc lim ———
x—0 x(1+ x) x2 2

. Utiliser les DL au numérateur a cause de la somme.

On obtient :

2 2
X X X
\/1+x2—\/1—x2:(1+x2)1/2—(1—x2)1/2:1+?+o(x2)—(1—7+0(x2))E§:x2+o(x2)3x2

, VIitx2-vV1-x2 x? o V1I+x2-V1-x2
donc par quotient: —  — ~—=— puis lim—— =
2x 02x 2 x—0 2x
On peut éviter les DL en pensant a multiplier haut et bas par la quantité conjuguée V1 + x?>+ V1 — x2.

0.

- EXERCICE 3 -

1.

2 1
. Montrer qu'au voisinage de +oo,ona: xe * =0 (—)

. Soit n € N* fixé. Montrer qu’au voisinage de +oco, on a:

Soit (a € R). Déterminer, en fonction de @, un équivalenten +code x*In(x+1)—x%In(x) puis déterminer
la limite de cette quantité en +oco.

1
Remarquer que: x%In(x+1) - x%In(x) = x*In (1 + —)
x

1 1
Comme ——0,0na: In (1 + —) ~ — donc par produit d’équivalents : x*In (1 + —) ~ x%—=x%1,
X too X ) too x X ) too X
1 +oo sia>1
Donc lim x"‘ln(l + —) = lim x*'=41 sia=1
Xx—+00 X X—+00
0 sia<1

2
X
1 s’agit de montrer que la limite du quotient vaut 0.

x2

xe~ 2 . . 2 . _ .
Or, T =xe™* puis lim e = lim #%e =0 par CC (enposantt:xz,cequldonnex3:t3/2)
= X—+00 t—+o00
X
2 1
donc xe™ :0(_2)'
X

_ (n(1+x)" 1
1+x2  \BR2)
In(1+x))"
Il s’agit de montrer que lim x3’ZM =
x—+ 1+x2

—4/12-



Intuitivement, on a:

32 N1+ x))" 30 (In(1+x)" B (In(1 +x)"
* 1+x2 0 x? o xl2

= 0 par CC (mais pas trés rigoureux)

Plus rigoureusement, il faudrait continuer et écrire :
372 In(1 +x))" 32 (n1+x)"  (In(l+x)" (Ind+x)"
X ~ X = ~
1+x2  +oo x? x1/2 (1+x)1/2

M— M CI0) =0 par CC.

uis poser t = 1+ x pour obtenir: lim = li
puisp p x—+oo (1+x)1/2 t—+oo 112

1
4. Montrer que: exp ((2 - —) ln(x)) —x% ~ —xIn(x).
X +00
Commengons par remarquer que
In(x) In(x)

exp ((2 - l) ln(x)) =exp (21n(x) - lnﬁ) = exp (In(x?)) exp (——] = x?exp (——) .
X X x x

On obtient donc :

exp ((2 - i)ln(x)) —x*=x° exp (—ln¥] -x?

=x? (exp (_ln(x)) - 1)
X
— ——m—m—

In(x)
+~cx17 X
= —xIn(x) par produit d’équivalents

1
cardelaformee”—1~u avec lim _Into =0parC.C.
0 X—+00 X

En effet, ona: exp [_ln(x)) -1 ol ln)(cx)

- EXERCICE 4 -
1+x—-1
Soit f la fonction définie sur [—1; +oo[ \ {0} par: f(x) = Q

1. Déterminer le développement limité de x — v'1 + x al'ordre 2 au voisinage de 0 puis en déduire le déve-
loppement limité de f al’ordre 1 au voisinage de 0.
On a d’apres formule du DL de (1 + x)* au voisinage de 0 :

2

x X
\/1+x§(1+x)”2:1+§—g+0(x2)

ce qui donne:
1+5-Z400®)-1 1 «x
2~ 8
)= ————= = ——+40(x
fe 0 X 2 8 )
2. Endéduire que f est prolongeable par continuité en 0. Ce prolongement est-il dérivable en 0?2

1 x
Al'aide du DL précédent, on obtient : lim f(x) =lim - ——+o0(x) = .
x—0 x—02 8 2

1
Comme 1iII(1) fx)= 3 est finie, f estprolongeable par continuité en posant f(0) =
prae

D | =

1
On calcule le taux d’accroissement en 0 a I'aide du DL trouvé a la question 1 et de f(0) = >

On obtient :

fO-fO© z=+o-z 1 -1
8 0 8

x-0 X
-1
donc f est dérivableen O et f'(0) = 5

3. Déterminer 'équation de la tangente a la Qﬂrbe représentative de f au point d’abscisse 0.
1

X
Le DL d’ordre 1 trouvé en Q 1 fournit I'’équation de la tangente qui estdonc: y = 578

8
1 x
Sinon, avec les questions précédentes on a directement: y = f(0) + f "0)x e
-5/12-

- EXERCICE 5 - xe ™

Soit f lafonction définiesur Rpar: f(x)=<{ 1-e*
1

six#0
six=0
1. Montrer que f est continue sur R.
* f estcontinue sur R* par produit et quotient de dénominateur non nul (car x # 0 donc 1 —e™* #0).

e Continuité en0:

Ona:e”—laudonce"x

-1 X etdoncl—e™™ > X On a donc par quotient d’équivalents :

xe ¥ xe *

—X

l-e*0 x

Ainsi : liII(l] fx)= ling) e *=1= f(0) donc f est continue en 0.
X— X—

Finalement, f est continue sur R.
2. Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et préciser f’(0).
Il faut calculer le taux d’accroissement en 0.

f)-f0O) xe *—1+e™*

x-0 x(l1—-e™¥)

¢ On utilise les DL pour le numérateur a cause de la somme :

xe F—1+e =x(1-x+x2/2+0x?))—1+1-x+x%/2+0(x%
=—x%/2+0(x% en simplifiant et en négligeant les termes en x5
~—x%/2
0

* On utilise les équivalents pour le dénominateur : x(1—e™*) 3 x2.
f-f0) -x*/2 1

x-0 . o x> 2
Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = -5

ce qui donne par quotient :

e *1l-x)—e?*

(1-e?
f est dérivable sur R* comme produit et quotient de dénominateur non nul et :

3. Montrer que | est dérivable sur R* et que f’(x) = pour tout x # 0.

e ¥(1l-x)—e 2% _ e *1l-x—-e™
(1-e92 = (l-e™?

flx) =

On peut aussi remarquer que f(x) =

1 ce qui simplifie les calculs.
e —
4. Montrer que pour toutréel x,ona: e *>1-x.

X

e Méthode 1 : Etudier les variations de la fonction x — e * — 1 + x et en déduire qu’elle est positive (a faire).

* Méthode 2 : Utiliser un argument de convexité de la fonction x — e™*.

La fonction x — e™* est convexe donc sa courbe est au dessus de ses tangentes, en particulier sa tangente
en 0 d’équation y =1- x. Ainsi,ona:e * > 1-x.
5. Dresser le tableau de variations de f, limites comprises puis tracer une allure de sa courbe représenta-
tive.
e *(l-x—-e x

Comme f'(x) = 1 o2

estdusignede 1 -x—e %, on ad’apres la question précédente :

;e X(l-x—e™)
f@=—1rpmz— <0

donc f strictement décroissante.
—te! ) tet tet

e lim f(x)= lim = lim =+0o car ef—1 ~ e’ donc
X——00 t—+o0]—el t—+ooel—1 +00

T

X

* lim f(x)=0parquotientcar lim xe *=0et lim 1-e *=1.
X—+00 X—+00 X—+00
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x  [-oo +00

+00o

F) ‘ T
0

6. Lafonction f est-elle de classe €' sur R?

La fonction f est de classe €' sur R*. Ainsi, la fonction f’ est continue en tout point x de R*. Etudions la

continuité de f’ en 0 en calculant lirr(l) ().
—
e *(1-x)—e2*

c ) =
Ona: f'(x)= 12

* On utilise les DL pour le numérateur a cause de la somme :

erl-x)—e P =(l-x+x22+ 01 -x) - (1-2x+(-2x)%/2+ 0(x?)
=1-x+x212+00%) - x+ 2 +0(x®) —1+2x-2x> + 0(x?)
=—x%/2+0(x?)

3 —x?/2

« On utilise les équivalents pour le dénominateur : (1—e™*)? 3 x2.

) . , -x%2 1
ce qui donne par quotient: f'(x) T Ty

1
Ainsi, lin}) flxo= 5= £'(0) donc f' est continue en 0 donc sur R et f est de classe €' sur R.
e

- EXERCICE 6 -
1. Déterminer un équivalent puis la limite des suites suivantes :

1 1 12
Up = - ;i vp=vVn+lllnm+D-Inm)]|; wh=—) k
n-1 n+1 n2k:1
1 1 2
* Up=——-——=————~— donc lim u,= lim — =0.
n-1 n+l1 (m-Dn+1) n? n—+00 n—+oco g

e vy=vn+l[ln(n+1)-In(n)] = \/n+11n(1+%).

1 1 1
Or, — — 0 donc ln(1+—)~— et vn+ :(n+1)”2~n”z,cequidonneparproduit:
n n

n
1 1
172 . .
vp~n'“—=— donclimv, = lim — =0.
n n vn n n—+oo\/j
1 & 1 n(n+1) n? 1
o W, = — k=——7—~—=- donc lim w,=-.
" nZ,C; nz 2 2n2 " 2 n—too "2

n
2. Déterminer la limitede: v, = (1 +—
n

Remarque : une limite du type 17 est une FIL
Il faut ici transformer la puissance en exponentielle (ab =exp(bln(a))).
n

1 1
On écritdonc: v, = (1 +—) =exp (nln(1+—)].
n n
1

1 1 1 1
Or, — — 0 donc ln(1+—) ~ — donc: nln(1+—) ~n—=1.
n nj)+on nj+eo n

Ainsi, lirP nln|1+ —| =1 et par composition de limites par la fonction exp qui est continue :
n—+oo n -

. . 1
lim v, = nglpmexp(nln(l + Z)) =e =e

n—+oo
-7/12- D

en simplifiant et en négligeant les termes en x

- EXERCICE 7 -
On pose, pour tout entier n supérieurouégalal: v, =

M=
==

k=1

1
On admet le résultat suivant (montré dans Pexercice 22): VneN*, In(n)+— < v, <In(n)+1.
n

1. Déduire du résultat admis un équivalent de la suite (v,) ,en =
Les termes extrémes de l'inégalité sont tous deux équivalents a In(n) ce qui donne envie d’appliquer le
théoréme des gendarmes. Mais attention, il n’existe pas de théoréme des gendarmes pour les équivalents.
On conjecture donc que vy, ot In(n) et on va donc devoir passer par les limites pour le montrer.

11 faut calculer la limite du quotient %
n(n
On divise par In(rn) > 0 dans les inégalités précédentes, ce qui donne :

1 Un 1
1 +—< v, <1 +1 <= 1+ < <1+
n(n) n Un S In(m) nln(n) ~ In(n) In(n)
1
puis comme lim 1+ =1 et lim 1+——=1 lethéoréme des gendarmes (le vrai) donne :
) n—+oo nln(n) n—+o0 In(n)
1 —" -1 etdonc v, ~ In(n).
n—+oo In(n) +00
1
2. Que dire de la série Z —?

k>1
n

On vient de voir que v, ~ In(n). Onendéduitque: lim v, = lim In(n)=+oo soit lim ) - =+oo.
+00 n—+oo n—+oo n—+oo (= k
1
Ainsi, la suite des sommes partielles de la série diverge, ce qui signifie que la série )  — diverge. Il s'agit de
k>1
la série harmonique.
3. On pose pour tout entier » supérieur ouégalal: d, = v, —In(n).
FEcrire une fonction Python qui calcule d,, pour 7 donné en paramétre.
On peut montrer que la suite (d,) ,cn+ converge vers une limite appelée constante d’Euler.

from math import log

def suite_d(n)
v =0
for k in range(1l, n+1)
v =v + 1/k
return v - log(n)

- T T U R OIS
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Pour aller plus loin...
- EXERCICE 8 - n
On pose, pour tout entier 7 supérieur ou égalal: Z E
- . . 1 « * 1 Bldr 1
1. En utilisant la décroissance de la fonction ¢ — ;sur R}, montrer que: VkeN", 1 < r < -
k

1
La fonction t — 7 étant décroissante sur 'intervalle [k;k+1],onaVte [k;k+1]:

k+1 1 k+1 k+1 1
= f ——dr< f —dt< f —dt par croissance de I'intégrale
k k+1 Kt k k

1 k+1 k+1 g4 1 [k+1
- — ldt<f —<—f 1dt
k+1fk = t ki
N——

=1

Ainsi: VkeN* ! <fk+1dt< !
insi: , ——< —< -
k+1 t Tk
2. En sommant astucieusement les deux inégalités précédentes (séparément), en déduire que :

1
vneN*, In(n) + <v,<In(n)+1.
* Obtention de I'inégalité de droite.
On peut faire apparaitre v,, a gauche en sommant I'inégalité de gauche mais il faut étre vigilant aux
bornes. On ne peut pas démarrer a 0 (car la relation n’est vrai que pour k € N*) et il faut s’arréter a n—1

(pour tenir compte du changement d’indice). On somme donc pour k variant de 1 a n—1 et on ajoutera
le terme manquant. On obtient :

1 = 1
ng -dt
+1 Sk t
<
1

nil
k=1
n n 1
=) =< f p dt changement d’indice i = k+ 1 et avec la relation de Chasles
i=2

= =

~

=In(n)

1
=v,=1+ Z -<In(n)+1 enajoutant 1 de chaque coté pour faire apparaitre v,
i=2 !

Ainsi: VneN*, v,<In(n)+1.

¢ Obtention de I'inégalité de gauche.
On peut faire apparaitre v, a droite en sommant I'inégalité de droite mais il faut étre vigilant aux bornes.
On obtient :

k+1 1 n=l1q
—dr< —
Ll g
= f -dr< Z — aveclarelation de Chasles
ln(n) =y,—1

1 1
=In(n)+— < v, enajoutant — de chaque coté pour faire apparaitre v,
n n

1
Ainsi: VneN*, In(n)+—<v,.
n

1
Youpi! On peut bomber le torse fierement et conclure que : YneN”, ln(nﬂ]— <v,<In(n)+1.
n
-9/12-

3. En déduire un équivalent de la suite (v,) ,ens .

Les termes extrémes de 'inégalité sont tous deux équivalents a In(n) ce qui donne envie d’appliquer le
théoréme des gendarmes. Mais attention, il n’existe pas de théoréme des gendarmes pour les équivalents.
On conjecture donc que Vn % ln(n) et on va donc devoir passer par les limites pour le montrer.

11 faut calculer la limite du quotient IUT
n(n
On divise par In(7n) > 0 dans les inégalités précédentes, ce qui donne :

Un

1
In(n) + = < vy <In(n) +1 I+—— <2 <1+ ——
n(m) n S Un nm+1 = nin(n)  In(n) In(n)

1
puis comme lim 1+ =1 et hm 1+ ——=1 lethéoréme des gendarmes (le vrai) donne :
n—+oo”  nln(n) In(n)

=1 etdonc Un [~ ln(n)

lim
n—+oo In ( n)

- EXERCICE 9 - noq

On considere la suite (S;) ,cn+ définie pour n > 1 par: S, = _k
k=1
1
<2(Wn+1-vn) <
vn+1l

1. En utilisant une quantité conjuguée, montrer que: Vn > 1,

3|

On a, en multipliant haut et bas par la quantité conjuguée :

Wn+l-vnWn+1 +f) n+l-n 1

Vn+l-vn=
Wn+1+yn) Vil +f vVa+l+yn
En remarquant que :
2Vn<Vn+1+vn<2vn+1

on obtient, en passant a I'inverse :

1 1 1 1 1
< <—— soit ——<Vn+l-vn< ——
2vVn+1  Vn+l+yn 2Vn 2vVn+1 2vn
ce qui donne le résultat.

2. ATaide dela question précédente, déterminer la limite de la suite (S,,) ;- -
En sommant la partie droite de I'inégalité précédente (pour faire apparaitre S,), on obtient :

n n 1
2WVk+1-vViKY —=

On reconnait alors a gauche une somme téléscopique. On a alors :
Sp=2(Vn+1-v1)
Comme nliIP 2(Vn+1-V1) = +o0, on en déduit par minoration que nliIP Sy = +o0.
—+00 —+00

3. On pose désormais pour toutn>1: u, =S, —2v7n.
Montrer que la suite (u,,) .o+ est décroissante et minorée par —2.

¢ Montrons que (u,) ,en+ €St décroissante. On a :

Ups1—Un=Sps1—2Vn+1-S,+2vn

=81 -Sp—2(Vn+1-vn)
1
= —-2(Vn+1-vn) <0 dapreslapremiére question
i+l prestap q

Ainsi, (1) yen+ st décroissante
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* D’autre part, on a d’apreés I'inégalité obtenue a la question précédente :

Sp=22Wn+1-1)
=S,-2vnz=2(Vn+l1-vn-v1)
=u,>2(Vn+1-vn)-2

=u, = —2 d’apres la premiére question

1
vn+1
=u, =>-2
Ainsi, (1) e+ €St minorée par —2.

4. En déduire que () ,cn+ converge puis déterminer un équivalent simple de S,,.
La suite (u,,) ,en+ €st décroissante et minorée par —2 donc elle converge vers une limite notée ¢ : lirP Up =
n—+oo

/.
On a alors :

Sp—2vVn=¢+0(1) donc S,=2vVn+¢+o0(l) donc S,=2vn+o(/n) donc Sn+;02\/ﬁ

- EXERCICE 10 - 1
On considere une suite (X,,) de variables aléatoires telle que, pour tout 7 € N*, X,, — % | n, ;] .

On note Y une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre 1: Y — 2 (1).

1. Rappeler laloi de X,, ainsi que celle de Y (univers et formule).

n 1 k 1 n—k
X,(Q) = [0; n] et pour tout k € [0; n], P(X,,=k)= v (;) (1 - ;) .

kel o1

Y(Q)=NetpourtoutkeN, P(Y =k) = T :F'
2. Mont tout k e N fixé: | nt
. Montrer que pour tout k € el oo 1

ny| n!
k|~ k' (n-k)

nn-1...(n—-k+1)(n—k7
k! (n—1)7
nn-1)...(n—-k+1)
k!

B
(M (-D...n-k+1)
- k!

k

n . .
~ — carilya ktermes au numérateur
+oo f!

-1
3. En déduire que, pour tout ke N,ona: nliIJIrl PX,=k) = F =P(Y=k)avecY — 2 (1).
— +00

On dit que la de variables aléatoires (X)) ,en+ converge en loi queY.
On a alors avec les deux questions précédentes :

o= (- < )

n
+ZQE(1_Z) |:|
-11/12—-

De plus ona'(l—l)n—ex (nln[l—l])
plus, : o p )

1 1 1 1
Or, — — 0 donc ln(l——) ~ —— donc: nln(l——) ~ —1.
n n n

nj) +oo +oo

1
Ainsi, lim nln(l——):—l.
n—+oo

n
On conclut par composition par la fonction exp qui est continue : liIP (1 — —) =el
n—+oo

1 1 n -1
Finalement, lim P(X,=k)= lim — (1 — —) =% - P(Y =k).
n—+oo n—+oo ! n k!

-12/12—-



