ECG2 Algebre 1 - Espaces vectoriels de dimension finie - Corrigé

1 1 -1 1

4 0 2 2 2b+2c=4
On cherche (a, b, ¢) € R® tel que: (—1) = a(l) +b( 0 )+c(l) soit{ a+c=-1
1

1 -1 1 a-b+c=1
On trouve apres résolution par pivot de Gauss: a= -5, b= -2 et c = 4.
4 0 2 2
Donc le vecteur | —1 | est bien combinaison linéaire des vecteurs 0 01,11,
5 Hiag
2. Dans R3[X], le polynéme P(X) = X 3 + X% - 2X est-il une combinaison linéaire des polyndmes
X2 (X-1),X(X~-1)*2
On cherche (a, b) € R? tel que: P(X) = X3+ X?-2X=aX*(X-1)+bX(X -1)? soit apres développement :
X3+ X?-2X=(a+b)X®-(a+2b)X*+ bX.
a+b=1
On identifie les coefficients ce qui donne { —(a+2b)=1 etontrouve:a=3etb=-2.
b=-2
Doncle polynéme P(X) = X3+ X?—2X est bien combinaison linéaire des polynémes XZ(X— et X(X— 1)2.

- EXERCICE 1 - 4 0 2 2
1. Dans .#3 (R), exprimer le vecteur | —1 | comme combinaison linéaire des vecteurs 01, (1]

3. Dans ./, (R), la matrice (2 2) est-elle combinaison linéaire des matrices (§ (1)] et ((l) _21) 2

) 30y (21 1 -1 ) S
On cherche (a, b) € R” tel que : (6 4)—a(3 0)+b(0 2) ce qui donne en particulier :

3a=6,2b=4et2a+b=3 soit a=2,b=2et6=3cequiestimpossible donc il n'y a pas de solutions.

Dn30n't mbininlin'ird21t1_1
onc ., | n'estpasco aiso €airede |, glet| o |

- EXERCICE 2 -
1. Justifier que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels en déterminant une famille génératrice.
2. Déterminer une base de ces espaces vectoriels.
o A={(x-y,x+y2x-3y), (x,y) eR?}.
1. On met en facteur les variables x et y pour faire apparaitre les vecteurs de la famille génératrice.
On obtient :
A={x(1,1,2) + y(~1,1,-3), (x,)) € R?} = Vect((1,1,2); (-1,1,-3)) donc A est le sev de R® engendré par la
famille ((1,1,2); (—=1,1,—3)) donc c’est un espace vectoriel.
2. Lafamille ((1,1,2); (—1,1,-3)) est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc c’est une base de A.

X
—Xx+2y=y+6z
e B={|y|ett®] y=y :
Z y+3z=-2x

1. Onrésout le systeme :

* -Xx+y-6z=0 x=-3z -3z -3
X=|y|eB <= 3 = .. = B — X=|3z |=2z|3
Z 2x+y+3z=0 y=3z z 1

-3

donc B = Vect (( 3 )) =Vect(U) est le sev de /3, (R) engendré par (U) donc c’est un espace vectoriel.
1

2. Lafamille (U) est libre (un vecteur non nul) donc c’est une base de B.
o C={x,y,2)eR® | x+2y-3z=0}.
1. Méme méthode que pour B. On résout le systéme :

Ti:(x,y,z)EC — x+2y-3z2=0 < x=-2y+3z < Ti:(—2y+3 z)=y(-2,1,0) + z(3,0,1)
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Donc C =Vect((-2,1,0); (3,0,1)). C est le sevde R® engendré par ((-2,1,0); (3,0,1)) donc c’est un espace
vectoriel.

2. Lafamille ((—2,1,0); (3,0,1)) est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc c’est une base de C.
xX+z 2x-y z
-D:{(y—x z+2y x+z),(x,y,z)<—:[R3}.
0 2x  x-z
1. On met en facteur les variables x, y et z pour faire apparaitre les vecteurs de la famille génératrice.

1 20 0 -1 0 10 1
Ontrouve: D=Vect|{|-1 0 1f;(1 2 0];]10 1 1 =Vect(A,B,C).

0 21 0 0 O 00 -1
D est donc le sev de .#3(R) engendré par (A, B, C) donc c’est un espace vectoriel.

2. Lafamille (A, B, C) est clairement libre (par zéros échelonnés) donc c’est une base de D.
e F={PeRy[X]|P(0)=P(1)=0}.
1. Soit PeR, [X]: P(X)=aX?+bX+c.Ona:
P0)=0 0+0+c=0 c=0
PeF < — —
P(1)=0 a+b+c=0 a=-b
— P(X)=-bX?+bX

Ainsi, Pe F <= P(X)=-bX?+bX = b(X-X?) donc: F = Vect (X - Xz) = Vect (Py).
P
=Fo
F est le sev de R3[X] engendré par (Py) donc c’est un espace vectoriel.

2. La famille (Py) est libre (un vecteur non nul) donc c’est une base de F.

b
. G:{M:(‘C’ d)eJQ([R)laﬂi:O}.

. a b
1. Sth:(c d)EMZ(R).

MeG < a+d=0
< d=-a
a b 1 0 01 00
@M:(C _a):a(o _1)+b(0 0)+c(1 0]:aA:bB+cC

—— —— ——
A B C

Ainsi, G = Vect (4; B; C) est le sev de 4> (R) engendré par (4; B; C) donc c’est un espace vectoriel.
2. La famille (A; B; C) est clairement libre (zéros échelonnés) donc c’est une base de G.

- EXERCICE 3 - 2 1
On consideére la matrice A = (_1 2) eMr(R) et F ={Me ., R)|AM—-MA=0}.

1. Montrer que & est un espace vectoriel et que & = Vect (4, I).

On connait la matrice A donc on utilise la méthode explicite. Soit M € 4, (R) : M = (? 3) Ona:

wes = am-wazo = (50 g2 )5 269

-1 2 -1 2 00
c=-b a b 10 0 1
‘:)m(:}{d:a @M—(_b a)—a(o 1)+b(_1 0)

10 0 1
donc & =Vect (0 1], [_1 0] =Vect (I;)]).
——

I ]
Puis on transforme par combinaisons linéaires pour faire apparaitre A (en remarquant que A=21+]):
F =Vect(I;]) =Vect(I;21 + ]) = Vect([; A).
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. Montrer que pour tout entier n, A" € &.
On commence par écrire au brouillon la propriété d’appartenancea & : S€ & < AS—-SA=0.
Ici, on remplace M par A" dans la propriété d’appartenance a & pour tester si elle est vérifiée.
Soit, neN.Ona: AA" - A"A=A""' - A" =0 donc A" € Z.

. En déduire que pour tout entier 7, il existe deux réels a,, et b, tels que A" = a, I + b, A.
On a d’apres les deux questions précédentes : A" € & = Vect (I; A), ce qui signifie que A" est une combinai-
son linéaire des matrices I et A.
Ainsi, il existe deux réels (coefficients) a, et b, tels que A" = a,I + b, A.

- EXERCICE 4 -

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées 2 Préciser leur rang.

1.

((4,-16,10); (4,-5,3)) dans R®.
La famille ((4, —16,10); (4, —5,3)) est libre dans R3 car composée de deux vecteurs non colinéaires.
Ainsi, rg((4,-16,10); (4,-5,3)) = 2.

. ((-1,0,1); 1,-1,1); (0,1,2)) dans R>.

La famille ((-1,0,1); (1,—1,1); (0,1,2)) est libre dans R® : preuve usuelle.
Soit (a, b, c) € R®.

a(-1,0,1)+b(1,-1,1) +¢(0,1,2) = (0,0,0) < ... <= a=b=c=0

Ainsi, 1g((-1,0,1); (1,-1,1); (0,1,2)) = 3.

. ((1,1,1,1); (1,2,3,4); (1,2,8,16)) dans R*.

La famille ((1,1,1,1); (1,2,3,4); (1,2,8,16)) est libre dans R* : preuve usuelle.
Soit (a, b, ¢) € R%.

a(1,1,1,1)+5b(1,2,3,4) +¢(1,2,8,16) = (0,0,0,0) <= ... <= a=b=c=0

Ainsi, rg((1,1,1,1); (1,2,3,4); (1,2,8,16)) = 3.

. (2,2,2);(1,1,0);(1,1,1)) dans R®.

La famille ((2,2,2);(1,1,0);(1,1,1)) est liée dans R® car contient deux vecteurs proportionnels : (2,2,2) =
2(1,1,1).

Ainsi, 1g((2,2,2);(1,1,0);(1,1,1)) =rg((1,1,0);(1,1,1)) = 2 car la famille ((1,1,0);(1,1,1)) est libre (deux vec-
teurs non colinéaires).

. ((,0,-1),(=1,2,1),(3,—4,-3)) dans R>.

La famille | (1,0,-1);(~1,2,1);(3,—4,-3) | est liée dans R® car w est CLde u et v (w=—u—2v).
e e e e e

u v w
Ainsi, rg(u, v, w) = rg(u, v) = 2 car la famille (i, v) est libre (deux vecteurs non colinéaires).

. (X% X%+ X +1) dans Ry [X].

La famille (XZ; X2+ X+ 1) est libre dans R,[X] car composée de deux vecteurs non colinéaires. Ainsi,
rg(X%5 X2+ X +1)=2.

. (X% X? - X; X2+ X) dans Rs[X].

La famille | X2 ; X2 - X; X> + X | estliée dans R[X] car P, est CL de P; et P3 (P} = 1/2P, +1/2P3).
1 2 3
Ainsi, 1g (Py, P2, P3) =1g (P2, P3) = 2 car la famille (P;, P3) est libre (deux vecteurs non colinéaires).

. (X3 X(X -2); (X -2)?) dans Ry[X].

La famille (X2, X (X - 2); (X —2)?) est libre dans R, [X] : preuve usuelle.
Soit (a, b, ¢) € R®.

aX?+bX(X-2)+¢(X-2?%=0 < (a+b+0)X>-(2b+40)X+4c=0 < ... <= a=b=c=0

Il faut développer 'expression aX 21 bX(X=2)+c(X—2)? puis identifier les coefficients obtenus a ceux du
polynoéme nul (qui sont tous nuls) puis résoudre le systéme.
Ainsi, rg (X% X(X - 2); (X -2)%) = 3.
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10.

1 -2\ (-
((0 1);(03 _63)) dans ., (R).

La famille (1 _2);[_3

6 . _
0 1 0 _3) est liée dans 4> (R) car M, = —3M;.

M, M,
Ainsi, rg(M;, M) =g (M) =1 (un vecteur libre car non nul).

1 0} (1 -2\ (3 6
(0 1]’ (0 1 ), (0 _3] dans /> (R).
—— —— ——

M, M, My

(M, M, M3) est libre dans > (R) : preuve usuelle.
Soit (a, b, c) € R®.

alb Van(t el 6120 9 = . = a=b=c=0
01 0 1 0 -3/ 10 0 U

Ainsi, rg (M;, Mo, M3) = 3.

- EXERCICE 5 -
Soit E un espace vectoriel admettant pour base la famille : 28 = (e}, e, e3, €4, €5).
Soient x, y, z, u et v les cinq vecteurs de E dont les coordonnées dans la base 28 sont respectivement :

1 1 1 1

1 0 0 0
X=|1]; Y=|0|; Z=|0|; U=|0]; V=

1 0 0 0

1 1 1 1

DN = = = DN

Soit enfin 2 Pespace vectoriel engendré par les vecteurs x, y, z, u et v.

1.

Exprimer les vecteurs x, y, z, u et v en fonction des vecteurs de la base 3.
La lecture des coordonnées donne :
X=e +et+e3t+es+es,

y=z=u=ej+e;, vV=2e +ext+ezt+est2es

. Montrer que la famille & = (e + e, + e3 + e4 + e5; €] + e5) est une base de 2.

1l s’agit tout d’abord de montrer que : 2 = Vect (x; y) .Or,ona:

2 =Vect(x; y; z; u; v) par définition

=Vect(x; y; v) car z=u=y

=Vect(x; y) car v=x+y

La famille (x; y) =(e1+ex+e3+eq+es; e) +es) est génératrice de 9 et libre (deux vecteurs non colinéaires)
donc c’est une base de 2.

- EXERCICE 6 -
Soit &={(x,5,2)eR®|x—y+z=0}.

1.

2.

Montrer que & est un espace vectoriel. En donner une base 23 et préciser sa dimension.

On trouve apres résolution (en isolant z) : & =Vect((1,1,0); (1,0,—-1)).

Remarque : Si on choisit d’isoler y par exemple, on obtient: & =Vect((1,1,0); (0,1,1)) ce qui est également
correct. Il y a plusieurs descriptions possibles du sev &.

Ainsi, & = Vect((1,1,0); (1,0,-1)) est le sous espace vectoriel engendré par (1,1,0) et (1,0,—1) donc c’est un
espace vectoriel.

La famille 28 = ((1,1,0); (1,0,—1)) est génératrice de & et elle est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc
c’est une base de & et dim(&) = 2.

Montrer que la famille 2B’ =((1,2,1);(1,1,0)) estaussiune base de &.
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¢ Méthode 1 (famille libre de deux vecteurs dans un espace de dimension 2).
On commence par vérifier que les vecteurs (1,2, 1) et (1,1,0) appartiennenta &. C'est le cas car ils vérifient
I'équation x— y+2z=0.
La famille est %' = ((1,2,1);(1,1,0)) est une famille libre (deux vecteurs non colinéaires) composée de
deux vecteurs de & qui est de dimension 2. C’est donc une base de &.

* Méthode 2 (famille génératrice de deux vecteurs dans un espace de dimension 2).
On peut remarquer que : & = Vect((1,1,0); (1,0,—1)) = Vect((1,1,0); (1,2,1)).
Ainsi, la famille 2’ = ((1,2,1);(1,1,0)) est une famille génératrice de &, composée de deux vecteurs de &
qui est de dimension 2. C’est donc une base de &.

3. Montrer que (-1,1,2) € & et déterminer ses coordonnées dans chacune des bases % et %'.
Le vecteur u = (—1,1,2) vérifie 'équation x — y + z = 0 donc appartient 2 &.
Notons (ej, e») les vecteurs de la base 2.

— — — 1
Ona: u =1le;—2e; doncles coordonnées de u dans % sont Matg(u) = (_2).
Notons (e}, €;) les vecteurs de la base %'

— — — 2
Ona: U =2¢)—3é, doncles coordonnées de U dans 9B’ sont Matg (1) = (_3).

- EXERCICE 7 -
Soient a, b et c des réels. On considére les matrices de ./ (R) suivantes :

100 00 1 010 a b ¢
I=l o 10 Jj=l 0 10 A=|1 01 Mape=| b a+c b
00 1 100 010 c b a

et & Pensemble des matrices delaforme M, p,.: & = {M_ ., (a,b,c) eR}.

1. Montrer que Z est un espace vectoriel et en donner une base %3.
On remarque que M, = al + bA+cJ donc

F={al+bA+c],(a,b c) eR®} =Vect (I; 4; J)

donc & est le sous espace vectoriel de .#3(R) engendré par (I; A; J). C’est donc un espace vectoriel. La
famille 28 = (I; A; J) étant clairement libre (par zéros échelonnés), c’est une base de &.

2. Exprimer A? comme combinaison linéaire de I, A et J puis montrer que: & = Vect (I A, Az).
On trouve : A> =T+ J donc par opération sur les Vect, on a:

F =Vect(I; A; J) =Vect(I, A I +]) = Vect (I, A, A?).

3. En déduire que la famille € = (I, A, A2] est une base de .
* Méthode 1:
La famille (I, A, A2) est génératrice de &. On montre que cette famille est libre ce qui prouve que c’est
une base de &.
Soit (a, b, ¢) € R®.

a+tc b c a+c=0
al+bA+cA’=0 b a+2c b <~ {b=0 <~ a=b=c=0
c b a+c —

Donc la famille (1[1]1, A?) est libre.
e Méthode 2 :

La famille (I, A, A2] est génératrice de & et est composée de 3 vecteurs. Comme dim (%) = 3 (d’apres la
question 1), on en déduit que c’est une base de &.

4. Déterminer les coordonnées de la matrice A> dans la base % et dans la base € de .
1
¢ Danslabase 8 = (I; A; J). Onavuque: A% =T+ Jsoit A>=11+0A+1J donc Mlltgg(Az) = (0)
1
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0
» Danslabase € = (I; A; A%). A>=0I1+0A+1A%donc Maty(A%) = (0).
1

- EXERCICE 8 -
Soit 72 € N*. On consideére 'ensemble </, (R) = {M € .4, R) | ‘M = - M}.

1. Montrer que <7, (R) est un sous-espaces vectoriel de .4, (R).
* 0.4,® € n(R) car 04, ® = —0.4,® = 0.4,® donc =Z,(R) # @.
* Soient (M, N) € oZ,(R)>et AcR.Ona:

"M+AN)='"M+A'N
=-M+A(-N) car (M,N) € of,(R)?
=—(M+AN)

donc (M + AN) € o, (R).

Ainsi, <7, (R) est un sev de .4, (R).
2. Onsuppose n = 3. Déterminer une base de /3 (R) et préciser sa dimension.

a b c
SoitM=|d e f|eusR).Ona:
g h i

a d g a b c
MedsR) < M=-M < |b e hl=-|d e [

c f i g h i
a=-a
d=-b
2a=0
§=-c __ —p—i=
b —d =-b a=e=i=0
g=-c b=-d
— e=-—e — —
h=—f 2e=0 g=-c
g h=-f h=-f
c=—
2i=0
f=-h l
i=-i
0 -d -c 0 -10 00 -1 00 O
— M=(d 0 -f|=d[1 0 o]+c[o 0 o]|+f[0 0 -1
c f 0 0 0 O 1 0 0 01
=dM1+CM2+fM3

Donc «/3(R) = Vect(My, M, M3).
Ainsi, la famille (M;, M, M3) engendre «/3(R). De plus, la famille (M}, M», Ms) est clairement libre (par zéros
échelonnés) donc c’est une base de <#3(R)

- EXERCICE 9 -
Pour toute matrice A € .4, (R), onnote: E,(A) = {X € 4, R)|AX =2X}.

1. Montrer que I'ensemble E;(A) est un espace vectoriel.
On ne connait pas la matrice A donc on utilise la méthode théorique.

e A0=20donc0€ E»(A) donc E»(A) # @.

« Soient (X,Y) € (E»(A)? et LeR.Ona:
AX+AY) = AX+ LAY =2X +21Y =2(X + AY).- Donc X + 1Y € E»(A).

Donc E»(A) est un sev de .41 (R) donc c’est un espace vectoriel.

-6/13-



3 0 1
2. Onsuppose que 1 = 3 et on considere la matrice A = (—1 2 - 1) de /5 (R).
-2 0 0

(a) Déterminer une base (U, V) de E»(A) et une base (W) de E; (A).
On connait la matrice A donc on utilise la méthode explicite.

X 3 0 1 X X
X=|y|€eEA) «— AX=2X <<= |-1 2 -1||y|=2]y
z -2 0 0)\z z

x+z=0
<~ {-x—-2=0
-2x-2z=0

— {z:—x

X 1 0
— X=|y|=x|0|+y|l]|=xU+yV
-X -1 0

Ainsi: E»(A) =Vect(U, V). Lafamille (U, V) est génératrice de E»(A) et elle est libre (deux vecteurs non
colinéaires) donc c’est une base de E»(A).
De méme, on obtient :

X 2x+z=0
X= (J’) €E|(A) &= AX=X &< {—-x+y-2=0
“ —2x-2z=0
2x+z=0
—
2y-z=0 Lp<—2L+1L;
x=-1/2z
—
y=1/2z
-1/2z -1
— < X=|1/2z |=1/2z| 1 |=1/2zW
2 2

Ainsi: E;(A) = Vect(W). La famille (W) est génératrice de Ej(A) et elle est libre (un vecteur non nul)
donc c’est une base de E; (A).

(b) Lafamille (U, V, W) est-elle une base de ./ (R) 2
Vérifions si cette famille est libre. Soit (a, b, ¢) € R3.

1 0 -1 a-c=0
aU+bV+cW:O<:>a(O)+b(l)+c(1):04:» b+c=0
-1 0 2 —a+2c=0
a—-c=0
< {b+c=0
c=0 L3 —L3+L;
< a=b=c=0

Donc la famille (U, V, W) est libre et composée de 3 vecteurs de .45 ; (R) qui est de dimension 3 donc
(U, V, W) est une base de .43, (R)

- EXERCICE 10 -
Soit A une matrice de .#3(R). On considére les ensembles E; (A) et E,(A) suivants :

El(A)={Me3R;AM=M} et E)(A)={Me Mg(R);Am: AM}
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1. Montrer que E; (A) et E, (A) sont des sous-espaces vectoriels de ./, (R).

On ne connait la matrice A donc on utilise la méthode théorique.
On commence par écrire au brouillon la caractérisation de E1(A) : S€ E1(A) <= AS=S.

e A0=0donc0€ E;(A) et E1(A) # @.
* Soient (M, N) € E; (A)?, LeR.
AM+AN)=AM+AAN=M+AN car AM=M et AN=N parhypothese

donc M+ AN € E;(A) donc E; (A) est un sev de 43 (R).
De méme pour E;(A).

2. Montrer que: E; (A) c E, (A) et que, si A est inversible, alors E; (A) = E» (A).

e Méthode : Pour montrer une inclusion entre deux ensembles (F < G par exemple), on doit montrer que
si x appartient a F, alors x appartient aussi a G.
Ici, pour montrer que E;(A) c E;(4) il faut donc choisir un élément quelconque appartenant a E; (A) et
montrer qu’il appartient aussi a E»(A).
Soit M € E;(A).Ona:

MeE|(A) < AM=M = AAM =AM < A’M =AM < M¢€ Ey(A)

donc E;(A) € E»>(A).

Remarque :

La deuxiéme étape n'est pas une équivalence car on ne peut pas écrire AAM = AM = AM = M sans savoir
si A est inversible (ce qu'on ne sait pas ici).

Méthode :
GetGcF).
Ici, on sait déja que E; (A) c E>(A). Pour obtenir 'égalité (sous I'hypothése donnée), il suffit de montrer
I'inclusion inverse : E»(A) < E1 (A).

Supposons A inversible. Soit M € E»(A). On a en utilisant que A™* existe par hypothese :

Pour montrer une égalité entre deux ensembles, on peut procéder par double inclusion (F c

MeE)(A) < A’M=AM < A'A°M=A"T"AM < AM=M < Mc¢c E;(A)
donc E»(A) € E;(A) donc E»(A) = E1(A).

- EXERCICE 11 -

1.

o =((1,0,0); (0,1,0); (0,0,1); (1,2,3)) est elle une famille libre de R32 génératrice de R32 une base de R32
La famille %, = ((1,0,0); (0, 1,0); (0,0, 1); (1,2,3)) n'est pas une famille libre de R (car comporte 4 vecteurs
dans un espace de dimension 3.)

Elle est génératrice de R® (par ses trois premiers vecteurs).

Ce n'est pas une base de R® (elle n’est pas libre).

. F1=((1,1,2,0); (0,1,—1,0); (0,2,0,1)) est elle une famille libre de R* 2 une base de R*?

La famille #; = ((1,1,2,0); (0,1,-1,0); (0,2,0,1)) est une famille libre de R* (a vérifier par un systéme).
Ce n'est une base de R* car &, contient 3 vecteurs alors qu'une base de R* (qui est un espace de dimension
4) doit contenir 4 vecteurs .

.G = ((1 2 3); (_11 -2 _3); (0 0 0)) est elle une famille libre de ./ 3 (R) 2 génératrice de ./ 3 (R) 2

010 -1 1
123)

010

110

-2 =3} (0 0 O

La famille %, = (( ; (_11 1 1 ); (1 1 0)) est une famille libre de .53 (R) (a vérifier par un

systeme).
Elle n'est pas génératrice de ./ 3 (R) (3 vecteurs dans un espace de dimension 6).

. F3=(2X*+1;4X - 7) est elle une famille libre de R [ X] 2 une base de R, [X]?

La famille &3 = (ZX 241;4X - 7] est une famille libre de R, [X] (deux vecteurs non colinéaires) ;
Ce n’est pas une base de R, [X] (2 vecteurs dans un espace de dimension 3).

. Z4=(1; (X - 1); (X - 1)?) est elle une famille libre de R, [X] 2 une base de R, [ X]?

La famille &, = (l; (X-1);(X- 1)2) est une famille libre de R, [X] (comme famille de polynémes de degrés
échelonnés ou a vérifier avec un systeme) .
C’est une famille libre composée de 3 vecteurs de R, [X] qui est de dimension 3 donc c’est une base de
Ry [X].
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- EXERCICE 12 - 1 Notons (R, R1, Ry) (X%, X(X - 1), (X = 1)?) les vecteurs de cette base
1. Montrer que la famille | (1|, est une base de ./ (R). Onremarque que X = X%—X(X-1)soit P(X) = Ry(X)— Ry (X) doncles coordonnées du polyndéme P(X) = X
0 1

O
1
1 2 dans cette base sont: [ —1|.
Notons : U:(l), V:(l), ( J 0
0 0

Soient (a,b,c) €R3.Ona:

2 00 -1
- EXERCICE 13 - 010 0
-1 0 a+2b-c 0 On consideére la matrice A = 0 01 o de ./, (R).
aU+bV+cW=0<< a 1 1 +c 0 0| = a+b =10
0 c 0 -1 0 0 2
1. Déterminer le rang de la matrice A et de a matrice A— 1.
a+2b-c=0 Le pi }
h=0 e pivot de Gauss donne :
— < a j = 2 00 -1 2 00 -1
¢=0 a0 100 010 0
a+2b-c=0 "o 01 0 |2+,{0 01 O
— -b+c=0 Ly—Ly—1L; -1 0 0 2 000 3
¢=0 donc rg(A) =
= {a=b=c=0 On a en passant par le rang des colonnes de A :
Ainsi, la famille (U; V; W) est une famille libre composée de 3 vecteurs de ./, (R) qui est de dimension 3 1 0 0 -1 1 -1
donc (U; V; W) est une base de .43 ; (R). AT 0 0 0 0 0 0
2. Montrer que la famille ((1,1,1,1);(1,-1,1,-1);(1,1,—1,-1); (1,~1,~1,1)) est une base de R* puis détermi- gA=D=xg( o 1ol o]’ o [[T8]| o]0
ner les coordonnées de (2,0, 2,0) dans cette base. -1 0 0 1 -1 1
1
On commence par vérifier que la famille | (1,1,1,1);(1,-1,1,-1);(1,1,-1,-1);(1,-1,-1, 1)) est libre (avec 0
u v w t =Ig 0 car C4,=-C;
un systeme). 1
Puis, la famille (u, v, w, 1) est libre et est composée de 4 vecteurs de R* qui est un espace de dimension 4 -
donc c’est une base de R*. =1 carun vecteur non nul
On remarque que (2,0,2,0) = (1,1,1,1) + (1,-1,1,-1) = u+ v donc les coordonnées du vecteur (2,0,2,0) . i .
1 2. Ces matrices sont-elles inversibles ?
1 A est inversible car rg(A) =
dans la base (u, v, w, t) sont: 0 A—Inestpas inversible car rg(A— I) = 1 (ou directement A — I a une colonne nulle).
0

3. Montrer que la famille (((1) (1)) s ((1) _01] , ((1) (1)) R ((1) _01)) est une base de ./, (R) puis déterminer les co-

ordonnées de (i g) dans cette base.

p . 1 0)(1 0)(0 1} (0 -1 . R
On commence par vérifier que la famille (0 1], (0 _1], (1 0), (1 0 ) est libre (avec un systéeme).
——

A B D
Puis, la famille (A, B, C, D) est libre et est composée de 4 vecteurs de .4 (R) qui est un espace de dimension

4 donc c’est une base de . (R).
Onremarque que (2 0) =1 (1 0) +1 (1 _01)+2 (0 1)+2[0 _1] = A+B+2C+2D doncles coordonnées

4 0 01 0 10 1 0
1
. 2 0 1
de la matrice 40 dans cette base sont : L
2

4. Montrer que la famille (X 2 X(X -1),(X —1)?) est une base de R, [X] puis déterminer les coordonnées du
polynéme P(X) = X dans cette base.
On commence par vérifier que la famille (X' 2 X(X -1),(X —1)?) est libre (avec un systeme).
Puis, la famille (X2, X(X — 1), (X — 1)?) est libre et est composée de 3 vecteurs de R,[X] qui est un espace de
dimension 3 donc c’est une base de R, [X]. [l:l]
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Pour aller plus loin...

- EXERCICE 14 -

Soit E un espace vectoriel admettant la famille (e}, e;, e3) comme base.

On considere les vecteurs : €] = e; + e, — e3, €, = e; — 3, €5 = e3 de E.

Montrer que la famille (¢}, €}, €}) est une base de E.

On commence par remarquer que comme la famille (e, e, e3) est une base de E, on a: dim(E) =3.
Montrons que la famille (e}, e}, e}) est libre. Soit (a, b,c) eR®. On a:

aej+bey+cey=0 < ale;+ex—e3)+b(ep—e3)+clep+ex+e3)=0
<~ (a+b+c)er+(a+c)ex+(—a—b+cle3=0
——— —— ———

M A2 A3
/11:0
— {A,=0 car la famille (eq, e;, e3) est libre (c’est une base)
A3=0
a+b+c=0 a+b+c=0
= {a+c=0 <= qa+c=0 @{a:b:c:o
—a-b+c=0 c=0 Ly — L3+ L;

Ainsi, la famille (e'l, e;, eg) est libre et est composée de 3 vecteurs dans E qui est de dimension 3. Donc c’est
une base de E.

- EXERCICE 15 -
On considere les ensembles ., (R) = {M € .4, R) | ‘M = M} etet, (R)={Me .4, R) |'M=-M}.
1. Montrer que %, (R) et <7, (R) sont deux sous-espaces vectoriels de .4, (R).

e 0.4,® € FnR) car '0_y,® = 0.4,® donc % [R) # @.

e Soient (M,N) € 5”,,([Ri)2 etAeR.Ona:

IM+AN)="M+A'N=M+AN car (M, N) € %,(R)?
donc (M + AN) € %, (R).

Ainsi, %, (R) est un sev de .4, (R) donc c’est un espace vectoriel.
La démonstration est la méme pour «/,(R) a un signe "—" pres.

2. Démontrer que pour tout M € .4, (R), il existe S € %, (R) et A€ o/, (R) tellesque: M = S+ A.
On pourra supposer que cette relation est vérifiée pour trouver des candidats pour les matrices S et A.
Supposons qu'il existe S € %, (R) et A € o, (R) telles que: M = S+ A.Onaalors: ‘M ='S+'A= S~ A. Ainsi,
on obtient :

M+tM+A M-'M

M=S+A M=S+A M=—
t = t = ¢
M=S-A M+'M=28 Lp—Lp+L M+M_

2 2

Vérifions a présent que ces deux matrices répondent a la question. On a bien :
M-'™M N M+'M

e A+S=
2 2
M+'M\ M+M
. ts:’(T): 5 =S donc Se. ¥, (R)
M-'M 'M-M
. fA:f[T): 5 =-A donc A€ o, (R)

- EXERCICE 16 -

On admet que 'espace des fonctions de classe € est un espace vectoriel.

Considérerons alors 'ensemble & = {f € ¢*®) | f" =2f' - f}. D
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1. Montrer que # est un espace vectoriel.
¢ Lafonction nulle vérifie cette équation différentielle donc appartient a % donc & # @.
. Soient(f,g)eg2 etleR.Ona:

(f+/'lg)”=f”+/1g”=2f/—f+it(2g/—g)
=2(f +Ag) - (f+Ag)
=2(fA8) - (f+1g)

donc (f+1g) e F.
Ainsi, & est un sev donc c’est un espace vectoriel.

2. Vérifier que les fonctions fi:x— e* et f,:x— xe* appartiennental’ensemble &.
* Ona: f'(x)=¢" et 2f{(x)— fi(x)=2e*—e*=¢* donconabien: f;'=2f] - fi donc f; € &.
e Ona: f(x)=e*+xe* puis f; (x)=e*+e*+xe* =2e" +xe*
donc 2f;(x) - fa(x) = 2e* +2xe* — xe* =2e* + xe* donconabien: f; =2f;— f>donc f, € F.
3. Soit f € #.0n définitalors h:x— e *f(x).
(a) Montrer que: h" =0.
Ona:

Hx)=-e*fx)+e*f'(x) donc h'(x)=e *f(x)—e *fl(x)—e *f(x)+e *f"(x)
puis, en factorisation par e™*

R'(x)=e *(fx)-2f (x)+ f"(x) =e™*0=0
—_—
=0 car fez

(b) En déduire I'expression de / puis celle de f.
1" (x) = 0 donc ses primitives sont constantes : 1'(x) = c.
1 (x) = ¢ donc ses primitives sont de la forme : h(x) = cx+d.
Ainsi, on obtient: f(x) = h(x)e* = (cx+d)e”.
4. En déduire une base et la dimension de &.
D’apres la question précédente, on a:

feF < fx)=(cx+d)e* < f(x)=cxe*+de* =cfo(x)+dfL(x)

Ainsi, & = Vect(fi, f2). Lafamille (fi, f>) est génératrice de F et elle est libre (deux vecteurs non colinéaires)
donc c’est une base de Z et dim(%) = 2.

5. Retrouver ce résultat en utilisant le cours de premiére année sur les équations différentielles.
Voir I'exercice 22.

- EXERCICE 17 -
On rappelle que 'ensemble des suites numériques RY est un espace vectoriel et on considére le sous en-
semble

R={(up)nen |YREN, Upyp =4Ups1 —4uy}

1. Montrer que Z est un sous-espace vectoriel de R en déterminant une famille génératrice.
Z est 'ensemble des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 vérifiant la relation de récurrence :
VneN, upio =4uys) —4uy,, déquation caractéristique X —dx+4=0 & (x-2)°=0 < x=2.
Onadonc: ue® < VneN, u,=(An+p)2" < VneN, u, =An2" + p2".
Donc u est combinaison linéaire des suites v et w définies par: YneN, v, = n2" et w, =2".
Donc % = Vect (v; w) et donc Z est le sous-espace vectoriel de RY engendré par la famille (v; w).
2. En déduire que cette famille est une base de Z.
On vient de voir que la famille (v; w) est génératrice de 2.
De plus, la famille (v; w) est libre car les suites v et w sont non colinéaires.
En effet, pour n=0,0na: vyp=0et wy=1#A.0 pour tout A.
Donc la famille (v; w) est est une base de Z.
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- EXERCICE 18 -
Pour tout entier k € [1; n], on note Py (X) = Xk - x)rk,
Le but de I'exercice est de démontrer que la famille (Py, ..., P,) forme une base de R, [X].
1. Quel est le degré du polynéme P;. 2
Ona: deg(Py) = deg(Xk) +deg((1— X)”’k) =k + n—k=ndonc pi est un polyndme de degré n.
2. Quel est le terme de plus bas degré de P;. ?
D’apres la formule du binome, le terme de plus bas degré de (1 — X)" ¥ est 1 donc le terme de plus bas
degré de P = X*(1 - X)" % est X*.
3. On suppose que la famille (Py,..., P,) estliée.
(a) Justifier qu'il existe (n+ 1) réels (A, ..., 1,) non tous nuls (i.e (Ao,...,1,) # (0,...,0)) tels que :

(b

(c

)

-

n
> AiPi(X)=0.
i=0

n
Lafamille (Py, ..., P,) n'est pas libre donc’équation Z AiP;(X) = 0 admet au moins une autre solution

i=0
que (Ag,...,A,) = (0,...,0). Cette autre solution vérifie la relation demandée (au moins un des A; est
non nul).
Ainsi, Pensemble A = {k € [0; n]| Ay # 0} est noﬂide.
On pose alors kj = rlzli/gl(k) le plus petit indice k pour lequel 1 # 0.
€

n
Quel est le terme de degré k) dans Z AiPi(X)?
i=0
Par définition de kg, ona:

Y AiPiX)= Y AiPi(X) = A P (X)+ Y AiPi(X)

i=0 i=ko i=ko+1

n
Or, le polynome Z A;P;(X) ne contient pas de terme en X ko puisque son terme de plus bas degré
i=ko+1
est ko + 1 (d’apres la question 2).

n
Ainsi, le terme de degré ko dans Z AiP;(X) estle terme de degré ko dans Ay, Py, (X) = /lkOXkU (1=x)""%o
i=0
soit A, XX (d’apres la formule du binome).
En déduire que la famille (P, ..., P,) est libre.

Ona:
n

n .
Y AiPi(X)=0 soit A XF+ Yy .x =0
i=0 i=ko+1

[ —
termes de degré supérieurs

donc en identifiant les coefficients, on trouve Ay, = 0 ce qui est contraire a la définition de k.
Ainsi, on aboutit a une contradiction donc I'’hypotheése de départ est fausse ce qui permet de conclure
que la famille (Py,..., P,) est libre.

4. Conclure.
La famille (P, ..., P,) estlibre et composée de (n+ 1) vecteurs dans R, [X] qui est de dimension (n+1) donc
c’est une base de R,,[X] .
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