ECG2 Analyse 2 - Suites - Révisions - Un corrigé

- EXERCICE 1 -

Soit (1) e 1a suite définie par 1y = 0 et pour tout entier n € N: 1,41 =2u, +3".
Un

On introduit pour tout entier neN: v, = 3

1. Montrer que (v,) ;e est une suite arithmético-géométrique.
On apourtoutneN:
Ups1  2Up+3"  2x3"p,+3" 2 1

gn+l T gn+l T 3n+l _EU”+§

Un+1 =

2 1
Ainsi, VneN, v, = gvn + 3 donc (v,) nen st une suite arithmético-géométrique avec vy = 0.

2

2. En déduire le terme général de la suite (i) en.
On suit la méthode.
2 1
¢ On cherche ¢ vérifiant: ¢ = gl + 3 soit 3/—-2¢=1soit ¢=1.

e VYneN,onpose w,=v,—¢ etonmontre que lasuite (wy,), est géométrique.
On soustrait membre a membre les égalités de la maniére suivante :

Un+1 = 2/3-v, + 1/3
- l = 2/3-¢ + 1/3
Vpr1—¢ = 2/3-(vy,—-¢) + O

soit Whn+1 = 213wy

2
ce qui montre que la suite (wy,) ;e €st géométrique de raison —.

2\" 2\"
Onadonc,avec wy=v9p—¢=-1: VneN: wn:—l(g] et donc vn:wn+[:—(§) +1.

Comme u, =3"vy,, onen déduitque: YneN, u, =3"-2".

- EXERCICE 2 - an+b
On pose aj = 1 et by = 2, et pour tout entier natureln: a,,, = L 5 " et bpi1 =V ani1bn.

1. Montrer que I'on définit ainsi deux suites (a,) ;e €t (by,) ,en de nombres réels strictement positifs.
Par récurrence. Pour tout n € N, on note 2(n) : "a, et b, existentet an>0et b, >0".

e Initialisation : ag = 1 et by = 2 donc Z(0) vraie.

o Hérédité. Soit n € N. On suppose Z?(n) vraie.
an+ by,

Comme a, et b, existent et sont strictement positifs, a,+1 =
Ainsi, on a a,+1b,, > 0 donc b,,,; existe (domaine de définition de t— V1) et by+1 = Vap+1bp > 0.
Ainsi, 22(n + 1) vraie.

e Conclusion: ...

existe et est strictement positif.

2. Ecrire un programme Python qui calcule et affiche les valeurs de a, et b,, pour une valeur de n entrée
par l'utilisateur.

n = int(input(’Donnez la valeur de n : ’))

il

2 a, b =1, 2

3 for i in range(1,n+1) : D
4 a = (a+b)/2

6

b = (axb)**(1/2) # [ad]
print (a,b)
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3.

(a)

(b)

N

(c

(d)

(a)

Vans1
2(VBn+ vt
D’apres le résultat proposé, il va falloir factoriser par /a,+1, ce que I'on fait :

bp+1— Gp1 = \/m— An+1
=Vana (\/b_n an+1]
= Va1 (Vo = Vans)
o Nt
Vbn+ Van

Ftablir que: VneN, by —an1 = (by — ap).

=Van+l

Van+1

:W(bn—ﬂrﬁ

Vit
2( b, + anH)

En déduire que: VneN, a, < by,.
Par récurrence : Pour tout n € N, on note 2 (n) : "a, < b,".

Ainsi, VneN, byi1—an+1 = (by, — ay).

¢ Initialisation : ag = 1 <2 = by donc £(0) vraie.
¢ Hérédité. Soit n € N. On suppose Z?(n) vraie, donc b, — a,, > 0.
VvV an+1
2 ( by + an+1)

termes strictement positifs (v/a,+; >0 et v/ b, > 0 d’apres Q1).
Ainsi, Z(n+ 1) vraie.

On a alors avec la question précédente : by41 — an+1 =

¢ Conclusion: ...
Ainsi, VneN, a, < by,.

Montrer alors que la suite (a;) ,¢cn est strictement croissante.
PourtoutneN,ona:
a,+ by, an+b,—-2a, b,—ay,

Apy1— Qp = > —ap = > = ) >0

d’apres la question précédente.
Ainsi, la suite (a;) ,en €st strictement croissante.
2

+1 , puis établir la stricte décroissance de la suite (b;,) ;,en-
n+1
PourtoutneN,ona:

Montrer que: b, =

h
P
b1 =V aps1by < by, = ans1by < by = car an4+1 >0

An+1
Onaalors: )
b b an+1—b
n+1 n+1 n+1 n+1
bpi1—bp=bpi1— :bn+1(1_ ):bn+1—<0
An+1 An+1 An+1

car a, < b, d’apres la question 3b, a;+; >0et b4 >0.
Ainsi, la suite (by,) ,en €St strictement décroissante.

ATaide de la question 3a, établirque: VneN, 0<b,—a, < =
D’apres la question 3b, on a pour tout neN: b, —a, >0.

Pour 'autre inégalité, on raisonne par récurrence : Pour tout n € N, on note 2 (n) : "b,, —

1
o Initialisation : bg—ag=1< 0= 1 donc £2(0) vraie.
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angﬁ .

quantité conjuguée avec \/ b, ++v/ap+1 >0

(b, — ay) > 0 par produit de



1
e Hérédité. Soit n € N. On suppose £ (n) vraie, donc b, — a, < o

Va
On fait apparaitre b4+ — a,+1 al’aide de la question 3a: by41 — ap+1 = S 52— (b, — ay).
2 (\/ by, + \/ﬂn.ﬂ)
1 va va 1
by—an< o = — Y (by-an) < —"HT produit de termes positifs
2(,/b,,+ ,/T,,H) 2(,/b,,+ \/m)
vV an+1 1
< bu+1—An+1 < — nr
[V by + an+1)
—_—
<1

< bp+1— Ape1 < ol

Ainsi, 22(n + 1) vraie.

e Conclusion: ...

1
Ainsi, VneN, 0<bn—an<2—n

(b

=

En déduire que (a,) ,cn €t (by) e cOnvergent vers une méme limite notée ¢ vérifiant: a, < ¢ < by,.
On a vu que la suite (a;,) ,en €st strictement croissante, la suite (b,) e €St strictement décroissante et

1
d’apresla question précédente, lim b,—a, =0d’apresle théoreme des gendarmes puisque lim — =
n—-+oo n—+oo 21
0.

Les suites (@) ,en €t (bn) neny SONt donc adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite notée
/.

Comme (ay,) ey est strictement croissante, ¢ vérifie a,, < £. De méme (b,,) ,cn est strictement décrois-
sante donc ¢ ¢ < by,.

Finalement, (a,) ,en €t (bn) nen cOnvergent vers une méme limite notée ¢ vérifiant: a, < ¢ < by,.

-

Ecrire un programme Python qui renvoie une valeur approchée de ¢ 2 moins de 10~ prés 2
D’apres la relation a,, < ¢ < by, la limite ¢ appartient a I'intervalle [a,, b,]. Il suffit donc que la lon-
gueur de cet intervalle soit inférieur 2 10~ pour que a,, (ou b,,) soit une valeur approchée de ¢ 2 moins
de 1073 pres. On va donc calculer les termes jusqu’a ce que b, — a, < 1075,

(c

a, b =1, 2
while b-a > 10**(-3)
a = (a+b)/2
b (axb)**x(1/2)
print (a)

ENE I R

o

- EXERCICE 3 i

. Un
On pose u; = — et, pour tout entier naturel n nonnul: u,, =
D n

2+ Du, +1°
1. Montrer que I'on définit ainsi une suite (u,) ,cn, de nombres réels strictement positifs.
Par récurrence. Pour tout n € N*, on note 22(n) : "u,, existe et u, >0".

1
e Initialisation : u; = 3 donc 22(1) vraie.

¢ Hérédité. Soit n € N. On suppose £ (n) vraie.
Comme u, > 0 le dénominateur 2(n + 1)u, + 1 est non nul donc u, 4 existe et u,+; > 0 par quotient de
termes strictement positifs.
Ainsi, Z2(n + 1) vraie.

¢ Conclusion: ...
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2. Ecrire une fonction Python qui prend comme paramétre un entier 1 et qui renvoie la valeur de u,,.

1
2
3
4
5

def suite(n)
u=1/2
for k in range(2,n+1)
u =u / (2%xkxu+l)
return u

_ 1
3. Etablirque: VneN*, 0< u,,; < —— puis en déduire que (1) ,cn+ converge vers une limite a préci-

ser.

2(n+1)

On a déja vu que pour tout 7 € N*, u,, > 0.
D’autre part, on a pour tout n € N* :

y 1 U, 1 @n+Duy—Qn+Duy+1) -2 -0
TLTOm+ D) 2+ Dun+l 2+l @+ Dup+DRn+D) o+ Dug+1)R0n+1)
car u, >0. )
Ainsi, VneN*, 0< <—.
insi, Vn Un+1 2t D)

Comme lim

Ly =0, on en déduit d’apres le théoreme des gendarmes que (u,),cn+ converge et

lim u,=0.
n—-+oo

1
4. Pour tout entier naturel k non nul, onpose: vi=—.

(a)

(b)

(c)

Uk
Ftablir Pégalité: VkeN*, viy — v =2(k+1).
Pour tout ke N*,ona:

1 1 2(k+Duy+1 1

v — V= —
T e we Uk Uk
C2(k+ Dug+1-1
- o
2(k+1u
Z 2R D sy
Uk

Ainsi, VkeN*, viy1—ve=2(k+1).

En déduire la relation suivante: VneN*, v, =n(n+1).

Attention : la suite (vg) n'est pas arithmético-géométrique car n’est pas de la forme vy, = avi+b
avec a et b constants. Ici, b dépend de k.

Par contre, la relation précédente donne I'idée de faire une somme téléscopique.

Pour tout 7 € N*, on a d'une part:

n-1 1

D Ukl —Vk=Up= V1 = Up—— = Uy —2

k=1 L

et d’autre part :
n-1 n-1 n-1
n-1)n

Y 2k+)=2) k+ 22:2;+2(n—1):n2+n—2
k=1 k=1 k=1 2

Ces deux quantité étant égales d’apres la relation de la question précédente, on a pour tout n € N* :
v,—2= n? + n—2 soit v,—-2=n(n+1).
Déterminer alors explicitement u,, en fonction de  puis retrouver sa limite.

1
Pour tout n€N*,onaalors: u,=—=——— — 0.
v, n(n+1)n—+oo
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- EXERCICE 4 - - EXERCICE 5 -

Soit la suite (u,) ,en 1a suite définie par son premier terme 1y > 1 et la relation u,,; = f(u,) ou f estla On considere la fonction f définie pour tout réel x positif ou nul par: f(x)=1-e"".
2 s . PP _ . . -

fonction définie sur R’ par: f(x) = 242 On f:onmdere la suite (u,) ,>1 définie par u; = 1 et pour tout entier naturel non nul n par: v, = f(u,).
x 1. Etudier les variations de f.

1. Dans cette question, on suppose que 1 = 2. Ecrire un programme Python qui renvoie une liste conte- f estdérivable sur Ry etona: f'(x) =e >0 donc f est strictement croissante sur R.
nant tous les termes de la suite entre 0 et 100. 2. Montrer que pour tout entier naturel n nonnul,ona: u, > 0.
* Version avec append Par récurrence.
L ou o= 2 e Initialisation. up=1>0.
2 L = [2] e Hérédité. Soit n € N, on suppose que u, >0.0Ona:
3 for k in range(1,101)
a u o= uxk2 + 2/u up>0 < f(up)>f(0)=0 car f eststrictement croissante sur R,
5 L.append (u) < Up1>0
6 print(L)

¢ Conclusion. ...

¢ Version avec np.zeros 3. Calculer u; puis étudier la monotonie de la suite (1) ,>1.

Comme f est croissante, il faut penser a la méthode par récurrence. Ici, c’est guidé par I’énoncé. 1l faut
alors comparer u; et u; pour conjecturer la monotonie.

Ici, up=1—e ' <1=u; doncon posepourn>1: P(n): Uy < Up.

import numpy as np

w N e

L = np.zeros (101)

s u = 2 o Initialisation. up =1-e~ ' <1= 1.
s L[O] = 2 e Hérédité. Soit n €N, on suppose que U, < Uy.Ona:
¢ for k in range (1,101)
7 u o= ukx*2 + 2/u Up+1 < Up <= f(up+1) < f(uy) =0 car f eststrictement croissante sur R,
8 L[k] = u << Upio < Ups1
9 print (L)
¢ Conclusion. ...
2. Montrer que pour tout n € N, u, est bien défini et u,, > 1. Donc la suite (1) ,en €st décroissante.
Par récurrence. 4. En déduire que la suite (i,),>] est convergente puis déterminer sa limite.
q > g p
e Initialisation. 1 est bien défini et 1 > 1. On pourra étudier la fonction x — f(x) — x.
* Hérédité. Soit n €N, on suppose que u,, > 1. Comme u, > 1, u, est non nul donc on peut diviser par uy, * Donc la suite (u,) ,en est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0.
donc ups1 = ui + i est bien défini. ¢ Comme f est continue, la limite ¢ vérifie la relation: ¢ = f(¢) soit £ =1— e’ soit 1—e‘—¢=0.
u

N PR - e _ .
De plus, on a: On étudie la fonction g: x — f(x) — x sur R, dérivable.

2 g =e"-1>0<=e">1 <= -x>0 < x<0
un+1=u,21+u—>uf, car u, >0

n ) Ainsi, g est continue et strictement décroissante sur R, donc réalise une bijection de [0, +oo[ sur |—oo, 0]
Uny1217=1 carparHR u, >1 (car g(0) =0 et lim g(x) = o).
00
¢ Conclusion. ... Ainsi, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution x =0 sur R; etdonc 1- el—0=0 ¢=0.

3. Déterminer le sens de variation de () ;en. La suite (un)nen converge vers 0.

Pour tout entier n,on a:

2 2 - EXERCICE 6 -
Un1 = Un = Uy ¥ Up U = Un(ttp = 1)+ Uy >0 Soit (4;) ;> la suite définie par: ug=1 etpourtout ndeN, uy; =In(l+u?).
par produit et somme de termes positifs (car u, — 1 > 0 d’apreés la question précédente). 1. Montrer que pour tout entier ndeN: 0 < u, <1.
Donc la suite (u,) s €St croissante. Par récurrence.
4. Prouver par Pabsurde que la suite (1) ,en ne converge pas. * Initialisation. 0 up=1<1.
Supposons que la suite (i) ,en converge vers un réel . e Hérédité. Soit n€ N, onsupposeque0< u, <1.0na:

Comme u, >1,ona:¢>1.

o L . 2 . 0<u, <1 & 1<1+u2<2 lafonction carrée étant strictement croissante sur R
De plus, cette limite ¢ vérifie la relation : ¢ = ¢+ 7 soit #3=¢%-2 etdonc £ < ¢%. S = n= +

3 2 X L , i X < In(1) <In(1+ ufl) <In(2) <1 lafonction In étant strictement croissante sur R}
Or, ¢ >1 = ¢° > ¢° ce qui est contradictoire avec ce qu’on vient de voir.

. . . . 2 . f—— < <
Ainsi, la suite (u,) ,en ne converge pas (donc elle diverge vers +oo, étant croissante). 0Sunn <1

¢ Conclusion. ...
2. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 1], a valeurs réelles, telleque: f(x) =In(1+ x%) - x.
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(a) Déterminer le signe de f sur I'intervalle [0, 1] et montrer que f(x) = 0 si et seulement si x = 0. n-l 1-(In2)"

La fonction f est dérivable sur [0, 1] et on a pour tout x de [0, 1] : (e) Etablir pour tout entier 1 > 2, Iinégalité : kgb Uk S 1-In2
2% PO (1 2?2 On utilise encore la relation u, < (In2)", ce qui donne par sommation des termes d'une suite géomé-
flx)= 5—1= — = < trique :
1+ x 1+x 1+ x n—1 n-1 1-(n2)"
: Y uk< ), (n2)f =
ce qui donne, avec f(0) =0: = = 1-1n2
f’x 0 1 4. Ecrire un programme Python permettant d’obtenir le plus petit entier n vérifiant u,, < 107,
(x) -
0 1+ from math import log
fx) [, 2
In@ -1 an=0
f estcontinue et strictement décroissante sur [0, 1] donc réalise une bijection de [0, 1[sur [In(2) — 1, O[. 4 u =1
Ainsi, f est négative sur [0, 1] et 'équation f(x) = 0 admet une unique solution x = 0 sur [0, 1].
(b) En déduire que la suite (u,) >, est décroissante. while u >= 10%%(-4)
Comme 0 < u,, < 1, on peut poser x = u, dans la question précédente. On a alors : ) u = log(1+u**2)
Flun) <0 = In(1+u2)— 1, <O = Upyy— Uy <O 9 n = n+1
10 print (n)
donc la suite (i) ;> est décroissante.
c) Montrer que la suite (u converge et déterminer sa limite.
(© q (Un)nzo0 8 - EXERCICE 7 -
. o L 3 On considere la fonction f définie pour tout réel x positif ou nul par: f(x)=1-e¢"*.
e La suite (1) nen €St c;ecmlssante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0. On consideére la suite (11,,),>1 définie par u; = 1 et pour tout entier naturel non nul 7 par : . = f(i,).
* Comme x . ln(l. +x7) est gontlnue, la ;lmlte ¢ vérifie la relation : 1. Montrer que pour toutréel x: e*> x+1 etqueI'égalité alieu si et seulement si x = 0.
¢=In(1+£%) soit In(1+¢%) ~£=0 soit f(£)=0. Pour toutréel x,ona: e*>x+1 < e*—x-1>0.
Or, f(¢) =0 < ¢ =0 d’apres la question précédente. Ainsi, la suite (¢ converge vers 0. . o .
. Fo . b o dus ) P (Mn)nen 8 * Méthode 1 : par inégalité de convexité.
(a) Justifier pour tout réel x > 0, linégalité: In(1+x) < x. La fonction x — e” est convexe sur R donc sa courbe est au-dessus de toutes ses tangentes, en particulier
Posons’h.. x—~In(l+x)—x. sa tangente en 0 d’équation y = x + 1. Ainsi, pour tout x€ R, ona: e* > x+1.
h est dérivable sur [0, +oo et pour tout x > 0,ona: . . .
e Méthode 2 : par étude de fonction.
, 1 -X Posons g: x+— e*—x—1, fonction dérivable sur R. Pour tout x R, on a:
Hx)=—-1=—-x0 car —x<0 et 1+x>0 sur [0, +oo[
1+x 1+x / X X
g =e"-1>0 <= ¢e"'>1 < x>0
Donc la fonction & est décroissante sur [0, +ool. Elle est donc majorée par /(0) = 0.
Ainsi, pour tout x € [0,1[,ona: h(x) <0soit: Vx>0, In(1+x) < x. Comme g(0) =0, on obtient le tableau de variations suivant :
(b) Pour tout entier n de N, établir l'inégalité: u,,; < ufl X —00 0 +00

Comme ufl >0, on peut poser x = ufl dans la question précédente. On a alors : g - 0 +

2 2 . 2
In(1+u;) <uj soit wupy <uj . \
0

(c) Endéduire pour tout entier 7 > 1, I'inégalité: u, < (In2)".
Par récurrence. Ainsi, pour tout xeR, ona: g(x) > 0soit e* > x+1.
e Initialisation. ug=1< (In2)°=1.

De plus, g est continue, strictement décroissante sur R* et strictement croissante sur Ri et g(0) =0.
Donc le théoréme de la bijection assure qu'’il n’y a qu'une seule solution a I’équation g(x) = 0, a savoir 0.
Ainsi, e* = x + 1 si et seulement si x = 0.

» Hérédité. Soit n €N, on suppose que u, < (In2)".Ona:
2 o . s
Uns1 < Uy, d'apres la question précédente 2. Montrer que pour tout entier naturel z nonnul,ona: u, > 0.
— Up1 < ufl < ((an)")2 par HR et par croissance de la fonction carrée Par récurrence. Pour n € N*, on note : P(n) : u, >0.
<

= Uy < (n2)?" < (In2)"*! e Initialisation. u; = 1 >0 donc P(1) est vraie.

o Hérédité. Soit n e N. Supposons que : u, > 0.

=

En effet, il s’agit de montrer que (In2)*" < (In2)"*! soit (In2)>" "1 <1 soit (In2)"'<1.
Cette derniere relation est vérifiée car: In(2) <1 etn>1 donc (In2)" 1 <1.

¢ Conclusion. ...

Retrouver la valeur de la limitﬂe la suite (1) ;> 0.
Ononobtenu: 0< u, < (n2)".

Or,comme In(2)<1,ona: lim (In2)" =0 donc d’apres le théoréme des Tendarmes : lim wu,=0.
n—+oo n—+oo
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Onaalors :
Up>0 = —up<0 = e <l =1-e">0= uy; >0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. VneN*, u,>0.

. ATaide de la question 1, étudier la monotonie de la suite (1) ;,>1.

Pourtout n€N*,ona: u,,; =1-e ¥,
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* D’apreés le principe de récurrence, on peut conclure : u, >

S|

Or, d’apres la premiére question, on a pouf thut x réel : e* > x+1 soit 1-e* < —x.
Ainsi, pour x = —u,, on obtient :
e " < —(~up) = up
- EXERCICE 8 -

SOit Un+1 < Un etlasuite (up)n>1 est décroissante. On considere la fonction F de X définie sur R, par: F(x)=1-(1+x)e

—X

4. En déduire que la suite (u,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

. . 1 . . ..
La suite (u,),>1 est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite ¢. 1. Montrer que I'équation F(x) = 3 admet une unique solution m et vérifier que 1 < m < 2.
Comme u,+1 = f(uy) avec f continue, cette limite ¢ vérifie: f(¢)=~¢. Ondonne: 03<e ' <04 et 0.1<e2<0,15.
Or,ona: .
D e F est continue sur ]0, +ool.

fO)=¢ = 1-el=¢

—el=1-v¢

¢ F estdérivable sur ]0, +oo[ et pour tout x € [Ri, ona

Fx)=—(e*+0+x)(—e)=xe*>0
<> e'=1+t enposantt=—¢

< t=0 dapreslaquestion 1 donc F est strictement croissante sur R} donc sur R, (car F est continue sur R,).

* lim xe *=0parC.Cdonc lim F(x)=1 par somme.
Ainsi, t = —-¢ =0donc ¢ =limu, = 0. Finalement, la suite (¢,),>1 converge vers 0. . ’F(a)‘”_ 0 Xm0

5. Complé ts. s e
ompements Donc, F réalise une bijection de [0, +ool sur [0, 1[.

. . « u . 1 1
(a) Alaide dela question 1, montrer que pour tout 7 € N : 1,4 > 7 i . puis que _— <1+ M_n De plus, 5 €0, 11, donc I'équation F(x) = 5 admet une unique solution m sur [0, +ool.
Pour tout entier naturel n nonnul,ona: -1 1 2 1
D’autre part,ona: F(1)=1-2e" " <1-2x03< N etF2)=1-3e “>1-3x0.1> 2> ce qui donne
_ 1
Uns1=flup) =1-e " =1-— ) )
esn F) <K F(m) < F@2) < 1<m<2 carF eststrictement croissante sur R,
Or, pour tout x € R, on a d’apres la question 1: e* > x + 1. Ainsi, pour x = u,, on obtient : 1
1 Ainsi, |I'équation F(x) = > admet une unique solution m et vérifier que 1 < m < 2.
e >up+l <= < par décroissance de la fonction inverse sur R}, - - -
eln " 1+uy On se propose, dans la suite de cette question, de calculer une valeur approchée de m.
1 On introduit pour cela la fonction g définie sur [1,2] par: g(x) =1n(2x+2).
— 1- ~u >1- Ttu 1
e"n Upg =
Uy, . On considére également la suite (u,,) définie par : 0 .
= l-e > ] u=g(uy—1) pourn>0
+u PP
u, n 2. Enrevenant a la définition de m, montrer que g(m) = m.
= Upy12T—— Ona:
1+u,
. S s P X . 1 m 1
puis par passage a I'inverse (décroissance sur R} ), on obtient : F(m) = 3 —l-e "(1+m= 2
u 1 1 1 1+u 1 1 _ 1
Upsl > —— = <—f— = < — = <1+ — cem(1+m)=§
1+uy Upy1 71 Un+1 Un Un+1 Un
1+ up o +m 1
1 emn 2
(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel z nonnul: u, > —. = e"=2(1+m)
n
. 1 — m=In@2+2m)
Pour neN",onnote: P(n) : u, > —.
n — gm=m
1
c =1 1 donc P(1) est vraie. 1
1 Ainsi, | F(m)=—- < gm)=m |
* Soit n € N. Supposons que : u, > —. On a alors : 2
n 1
1 1 3. Montrer que si x appartient a [1,2] alors: g(x) appartienta[1,2] et |g'(x)| < 3
Up=2— < —<n . - ' 2 1 : ;
n u, La fonction g est dérivable sur [1,2] etona: g'x) = PP = 1 > 0 donc g est strictement croissante sur
1 X X
— 1l+—<n+l1 [1,2].
Un Ainsi,ona: Vxe[l,2], 1<x<2 < In4)=g1) < gk < g2 =In(6).
1 1 .
— <1+ —<n+1 dapreslaquestion précédente Orona: 1
Un+1 1 Un elnd)>1 < 4>e! = e !> e qui est vrai care”! > 0.3.
< uu4+1 > —— par décroissance de la fonction inverse sur R} 1
n+l e In6)<2 < 6< e < e?<-ce qui est vrai car e2<0.15.
Ainsi, P(n + 1) est vraie. [l:l] 6
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X

Ainsi,onabien: |Vx€[1,2], g(x)€[L,2]. ry_ €
/ s fn®)=———5+n
D’autre part, g’ est clairement décroissante sur [1,2]. (1+e9)
- 1 , 1 , 1 e 1 . )= e*(1+e%)2—e*x2e*(1+e) _ef1+eN)((1+e")-2e) soit £/(x) = e*(e*-1)
Ainsi,ona: Vxe[l,2], 1<x<2 < ggg(x)<§ donc 0<g(x)<§ soit||g (x)|<§. n = 1+e0)t = d+e9t ) n S Qrep
1 (b) En déduire que la fonction f;, est strictement croissante sur R et calculer lim f,(x)et lim f;(x).
4. Montrer alors que pour tout entier n: |u,.; —m| < =|u, —m|. , X=+oo rmmoo
. AT S . 2. R ¢ Méthode 1 : On cherche directement le signe de f".
On va appliquer I'IAF a la fonction g entre m et u,,. Vérifions les hypothéses. Om a pour tout ré .
. n a pour tout réel x :
. . 1 el 2
La fonction g est de classe €~ sur [1,2] et pour tout x€ [1,2],0ona: |g (x)|<2. o o B —eX 4 n(l + %) ) @n—1)e* +n+ e . - 1120
e Ona me [1,2] et on montre facilement par récurrence, que pour tout n € N, u,, € [1,2] u, € [1,2]. En effet, fal0) = T+e9? tn= 1+eh)? = (1+e9)?2 0 car nzl=zsn-1=21>

si uy, €[1,2] alors up,4+1 = g(uy) € [1,2] car on a vu a la question précédente que g ([1;2]) < [1;2].
On peut donc appliquer I'IAF entre m et uy,, ce qui donne :

1 ) 1
|g(un) —g(m)| < Elun_ m|  soit  |upi1—m| < Elun -m|

1 n
5. En déduire que pour tout entier n: |u, — m| < (5) .

1 n
Montrons par récurrence que pour tout n €N, |u, —m| < (5) .

0
e Initialisation : |ug—m|=1|1—m| <1 car me [1,2] donc |uyg— m| < (5]

* Soit n € N. Supposons que £ (n) est vraie. D’apres la question précédente on a

|up—m|
——
<(1/2)" par HR

1/(1\" 1 n+l
Ups1—m|I<-[=] ==
| n+1 | 2(2) (2)

N =

[Up+1 —m| <

ce qui donne avec 'HR :

Finalement,on a:

1 n
VneN, Iun—mlg(i) .

6. Quelle est la limite de la suite u,, ?
n
Comme nliIP 3 =0 (car0<1/2<1), on en déduit d’apres le théoréme des gendarmes que
—+00
nEerlun—ml =0 et donc que nger Uy, =m. _—
. . (a
7. Ecrire un programme en Python donnant une valeur approchée de 2 1072 pres.

n
Comme on ne connait par m, on va calculer les valeurs de u jusqu'a ce que (5) < 0.01. La valeur de u

n
obtenue sera bien une valeur approchée de m a 1072 prés caronaura: |u, — m| < (;) <0.01.

i+ n =0 (b)
2 u=1
s while (1/2)**n > 0.01
4 n = n+l
5 u = np.log(2xu+2)
6 print (u)
- EXERCICE 9 -

Pour tout entier naturel 7 non nul, on définit la fonction f,, par: VxeR, f,(x) = + nx.

1+e*
1. (a) Déterminer pour tout réel x, f}(x) et f, (x).

La fonction x — est deux fois dérivable sur R car 1 + e* ne s’annule pas sur R. Donc, f;, est deux

+ e*
fois dérivable sur R comme somme de fonctions deux fois dérivables sur[R. On a alors pour tout x e R :
-11/21-

On a donc pour tout x € R, f,’l (x) > 0. Donc f;, est strictement croissante sur R.

e Méthode 2 : On peut se demander pourquoi I'’énoncé nous fait calculer f”. On peut alors cherche les

variations puis le signe de f’ aI’aide du signe de f”. C’est plus long, pas nécessaire dans cet exercice
mais je le donne pour la méthode.
Pour tout xR, ona: e*>0et (1+¢%)°>0. Donc £ est du signe de et (¢* —1). Or:

e -1>0 = e">1 < x>0

On en déduit donc le tableau de variations de f;, suivant puis le signe de f}, en remarquant que pour

1
n}l,ona:f,’l(O):n—Z>0.

X —00 0 +00
x—1 - 0 +
2w [ [ - 0 o+
Fo(x) . 1 —
"y
fn) +
+00
fn(x) /

—00
1

On a donc pour tout x € R, f; (x) > 0. Donc f;, est strictement croissante sur R.

e Ona: liIP fn(x) = +00 par somme et quotient.
X—+00

* Ona: lim f,(x)=—ooparsomme et quotient car lim nx=—oocarn>0.
X——=00 X——00

Montrer que 'équation f;,(x) = 0 posséde une seule solution sur R, notée u,,.

La fonction f,, est continue et strictement croissante sur R donc, f,, réalise une bijection de R sur R
(d’apres les calculs de limites précédents).

De plus, 0 € R, donc d’apres le théoréme de bijection monotone 0 admet donc un unique antécédent
par f,, que l'on notera u,, c’est-a-dire que 'équation f,,(x) = 0 possede une seule solution sur R.

1
Montrer que'ona: VneN*, —— < u, <0 puis déterminer la limite de la suite (u,).
Il s’agit d'une suite implicite. On travaille sur les images. On a:

1
S0 =2>0

1 1 1 —e7l/n
' fn(_Z) <0, carfn(—z) TltelUn T lgeln <0
° fn(un):()
Onadonc:

1
fn (_Z) < fn(un) < fn(o)

et comme f;, est strictement croissante sur R, on obtient, Yn e N* :

1
——<u,<0
n
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1 . . . . *
Ona: lim —=0 donc, d’aprésle théoreme des gendarmes, ona: Hm u, =0. 3. Mont.rer’que la ,su1t.e (.x")".g’\.' est strlctemept croissante pulls que x, 2 1 pour*tout neN".
n—toon n—+00 La suite étant définie implicitement, on doit passer par les images. Soit ze N*.Ona:

(c) Montrer que: f;.)(u,) = u, <0, puis en déduire le sens de variations de la suite (1) ,eny--
PPN . n+l>n < f(x > f(x ar définition de la suite (x,): f(x,) =n
Par définition de uy, ona: f,(u,) =0, s0it: ——— + nu, =0. fGon) > f(xn) p ) (,") )
1+ eln < Xp4+1> X, parstricte croissance de la fonction f
On aalors:
ce qui prouve que la suite (x;) ,en €st strictement croissante.
Jnr1(un) = Trem & (n+1uy, Comme x; = 1, on en déduit que pour tout n€ N*, x,, > 1.
_ i+ 4. (a) Justifier que f est bijective et donner le tableau de variation de .
T Tt eun HHnTUn D’apres la premiére question, f est continue et strictement croissante sur R . Elle est donc bijective et
(i) =0 sa bijection réciproque f~! ales mémes variations que f.On a donc :
- u, x [-oo0 +o0]
1
. +00
etcomme u, <0,onabien: f,(u,)=u,<O0. f—l(x) /
Pour obtenir les variations de la suite, on cherche a comparer u, et u,+;. On a va donc utiliser la 0
définition de uy+1 @ frn+1(Un+1) =0, ce qui donne en partant du résultat précédent :
(b) En déduire la limite de la suite (x,,) ;e .
n+1Un na: f(x,)=n donc x,=f "(n onc lim x, = lim f "(n) = +oo d’apres le tableau de
fre1(un) <0 o] () d ) d liry liry L) d’apreés le tableau d
n—+oo n—+o0
= fn+1(n) < far1 (Une1) variations de la question précédente.
< i o1e n
= Un<Uns1 €A fnyy estcroissante sur R 5. (a) Enutilisant (sans le redémontrer) que: YxeR}, Inx < x, prouver que: VneN", 5 <x,<n.
Ainsi, la suite (u,) est croissante. Par définition, on a pour tout n€ N* : In(x,)+x,=n donc x,=n-In(x,).
1 .
(d) Enrevenantala définition de u,, montrer que u, ~ 5 e Comme x, > 1,0ona: In(x,) >0 donc x,=n-In(x,) <n.
00 .
o . Un . . " ¢ Ona par ailleurs :
11 s’agit de montrer que 11111 — = 1 soit 11111 —2nu, =1.
n—+oo & n—+oo N y 2 2
2n In(x,) < x, valable d’apres!’énoncé carx, >0
Par définition de u,, ona: f;,(u,) =0 soit: —+nup =0 soit Tt ot =—-nuyetdonc: —2nu, = — In(x,) + X, < Xp+ X
e n e n
2 < n<2x, pardéfinition de lasuite (x,): In(x,) +x,=n
1+etn’ n
Or lim u, =0, donc par composition, lim = ce qui donne: x, > 5
n—+oo n—+oo ] + eln "
1 .
Onadoncbien: lim —-2nu,=1,soit: u, ~ ——. Finalement, on a pour tout n € N* : 2 Sxp <
n—-+oo +oo  2n
. In(x;)
(b) En déduire que tend vers 0 quand 7 tend vers +oo.
- EXERCICE 10 - N .oon_ . .
Soit 7 € N*. On se propose d’étudier les racines de I'équation (E,,) suivante pour x > 0. D’apres la relation précédente, on a, par croissance de la fonction In:
n
(Ew: Inx+x=n In(3) <InCx,) < In(n)
1. Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur R} par: f:x—Inx+x. donc
La fonction f est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables et on a pour tout x € R} : In(n) ~In(2) < In(xn) < In(n)
1 1+x no T o T on
fl==+1=—=>0 . In(n) . In(n)-1n(2) . .
X X Or, lim =0 et lim ——— =0 par croissance comparées.
n—+oco n n—-+oo n
donc f est strictement croissante sur R . In(xn) _ 0

Donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim
n—

Comme lim f(x) = lim In(x) = —ocoet lim f(x)=+oo, on obtient: +oo
x—0" x—0% X—+00

-

(c) Endéduire que: xj, oy 2
(o]

X 0 +oo| Par définition, on a pour tout n € N* :

+00 In(x,)+x,=n
fx) / ‘ donc

—00 X _n-In(x,) - In(x,) 1

n n n

2. En déduire que, pour tout € N*, (E,;) admet une unique racine x,. Donner la valeur de x;. N . L .
d’apres la question précédente. Ainsi, x, o
o0

La fonction f est continue et strictement croissante sur R} donc elle réalise une bijection de ]0, +oo[ sur

-0, +ool d) Mont : VneN* =1-In|2nt

Pour tout n € N*, on a n € ]—oo, +oo[ donc I'équation f(x) = n admet une unique solution x, € R}. (d) Montrerque: Vn » Xp1 = Xp = 1—10 xn )

Ainsi, pour tout n € N*, (E,,) admet une unique racine x,,. Par définition, on a:

De plus, In(1) + 1 = 1 donc par unicité, x; = 1. D Xn=n-1In(x,)
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X, upIn(n upIn(n
et Onadonc: ln(—"):ln(l— L ))~— nIn( ).
Xpg1=n+1-In(x,41) n n n
. . On obtient enfin :
donc par différence, on obtient :
Xn —uyln(n)
Xntl u—lzw~+:—"~—l car lim u,=1
xn+1—xn:n+1—ln(xn+1)—(n—ln(x,l)):l—ln(xn+1)+ln(xn):l—ln(;—) " Inn In(n) n n n-too
n
x (d) En dédui tout n>2 AL |1
n déduir r ,ona: x,=n—-Inn+— —
Donc VneN*,an—xn:l—ln("—“). éduire que, pour tout 7> 2, 0 n=1 o=
Xn 1
(e) Endéduirelalimite de x,,; — x,. Comme u, -1~ o on peut écrire au voisinage de 0 :
Onavuque: J'c,,;(;on,ceqmdonne: xn+1+~oon+1. A 1+0(1) I 1+ (1)
Donc par quotient, ona: n=l=-— P o - p

Xn+1 n+1 1
X too oo ln(n)+0(ln(n)) ln(n)+o(ln(n))'

etdonc n-x,=In(n)- soit finalement : x, = n—In(n) +

X X
On en déduit que : nliIP 2l g puis par continuité de la fonction In que nliIP ln[ il ) =0.
—+00 X, —+0o Xn
Finalement, en utilisant le résultat de la question précédente : 3 EXERCICI} 11- .
On consideére la fonction f définie sur [0;1] par: f (x) =2xe”.
lim x,41—x,=1
n—-+oo

1. Montrer que f réalise une bijection de [0; 1] sur un ensemble que I'on déterminera.

6. Compléments: On pose:VneN*, u, = n- 5, On note /™' labijection réciproque de f.
(x 151 n La fonction f est dérivable sur [0; 1] comme produit de fonctions dérivables eton a:
In(=2
. * 71— n
(a) Montrerque:VneN", u,—1= on vxe0:1], f’(x) —2(x+1)e*>0
Ona:
nex Ainsi, la fonction f est continue et strictement croissante sur [0; 1] donc elle réalise une bijection de [0;1]
Up,—1= lnn" -1 sur [0;2e] (car f(0) =0 et f(1) = 2e).
n—x,—In(n) 2. Donner les tableaux des variations complets de f et de .
I — On obtient les tableaux des variations suivants.
In(x,) —In(n
= M par définition de x,, : x, +In(x,) =n X 0 1 x 0 2e
Inn 2e 1
Xn _
_In(%) fo | flw| _—
" Inn 0 0
(b) Quelle est la limite de u, quand nxt::nd vers +oo# 3. Montrer qu'il existe dans [0; 1] un unique réel noté a tel que ae® =1 et montrer que a # 0.
Onavuque: x,~n donc nli‘Pooﬁ =1; On commence par remarquer que : xe* =1 < 2xe* =2 < f(x) =2.
X (%) Ainsi, a est solution de I'équation xe”* = 1 ssi « est solution de I'équation f(x) = 2.
Par composition (de limites) : nliIP In (—") =0 etenfin par quotient : nlirP u,—1= ”11111 I - 0. Or, f réalise une bijection de [0; 1] sur [0;2e].
—too \np —+o0 —+oo Inn
Ainsi, lim u,=1. De plus, 2 € [0;2e].
nteo In(n) . Donc il existe un unique réel a € [0;1] tel que f(a) = 2 donc il existe un unique réel « € [0; 1] tel que ae® = 1.
X uyIn(n 0
(c) Montrer que 7" =1- """ puisen déduire que: u,—1 p oo Tt Enfin, a # 0 car Oe” # 1.
—too U=a
Ona: On définit la suite (1), par: 0 - .
n-x Ups1=f7 (up), VYneN
Up=—2
"7 Inn 4. Montrer que pour tout entier naturel 1, u, existe et u, €10, 1].
= In(Mu,=n-x, Par récurrence. Pour n € N, on note : 2(n) : "u, existe et u, €10,1]".
= xp,=n-In(nu, e Initialisation : Pour n =0, ona: uy = a €]0, 1]. Donc £2(0) est vraie.
Xn _ - u,In(n) » Hérédité. Soit n € N. On suppose que Z2(n) est vrai.
n n Par HR, u, €10, 1] donc u, est dans le domaine de définition de f"1 donc u;+1 = f"1 (uy) existe.
(2 De plus, comme f~! est strictement croissante, on a:
. P s . gy
Pour obtenir un équivalent de u,, — 1, on va utiliser la relation u, — 1 = o obtenue plus haut. 0<up<1 = F1O) < uw < fA) = 0<up < fHDKL car A< o) =1
apres | . scéd i -1 d upIn(n) In(n)
D’apres la question précédente, ona: Jim = 1 donc ——— ~ - Donc P (n+ 1) est vraie.
Ainsi: lim upln(m _ lim In(m) _ 0 par CC.  D’apres le principe de récurrence, on a pour tout 7 € N : u,, existe et u, €10, 1].

n—+oo n n—+oo n D
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5. (a) Montrer que pour tout x € [g]: fx)—x=0.

(b

(c

n
6. Onse propose de déterminer lim 1, d'une autre maniére. On pose pour tout entier natureln: S, = Z Uk

=

N

Vérifier que I'égalité ne se produit que pour x = 0.
Soitx€[0;1].0na: f(x)—x=x(2¢*-1).
Or,
X20=e">1=2¢"-1>1= x(2¢"-1)>0
Ainsi, pour tout x€ [0;1] : f(x)—x>0.
De plus, comme 2¢*—1>1>0,0na: f(x)—x=0 < x=0.
En déduire que la suite (1), est strictement décroissante.
D’apres la question précédente, ona: f (x) — x>0 pour tout x €0, 1].
Or, pour tout n €N, u, €]0,1] d’apres Q 4, donc en choisissant x = u,, on obtient pour tout n € N :

Fn)—up>0 soit f(up)>u, soit up> 7" (Un) = tns

car f ~1 est croissante. Donc la suite (Un) nen est strictement décroissante.

Montrer que la suite (u,,) <y est convergente et qu’elle a pour limite 0.

La suite (1) ,cn est strictement décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers une limite £.
Comme la fonction f est continue, cette limite ¢ vérifie : £ = f~1(¢) soit f(¢)=¢ soit f(£/)—£=0.
Or,onavuenQ5aque f(x)—x=0 < x=0donc ¢ =0.

Finalement, la suite (u,,), N converge vers 0.

k=0
1 —U
(a) Montrerque:VneN, u,1 = Eu,, e 1,
PourtoutneN,ona:
1 _
funs1) =2upre™! donc  upyr = zf(unﬂ)e el
-1 1 —u
Or, upt1=f () <= f(ups1) =uy,donc: VneN, uy = Eune nl
-Sn
(b) En déduire par récurrence que: YneN, u, = o
e=Sn
Par récurrence. Pour n € N, on note : Z(n) : "u, = o "
—So
* Initialisation : Pour n =0, on a : uy = a et d’autre part, 50 = e =e%=qcarae®=1.
Donc 22(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que £ (n) est vrai.
. 1 S .
On a, d’apres la question précédente : uy41 = Eune U+l et, par HR, u, = TR ce qui donne:
1e=Sn u e~ Sn=Un+1 e~ Sn+
I —Unt+1l — — _
Up+1 = 2 on e =T onl T gnel car Sp+1=Sp+ Up+1
Donc 2 (n +1) est vraie.
-Sn
e D’apres le principe de récurrence, on a pour tout n € N : u,, = T
n
(c) Montrer que: u, < (5) puis conclure.

Pour tout n € N, on a, par somme de termes positifs :

n s e—Sn 1
Sn=)_ ux>0 donc e * <1 donc uy, = <=
k=0

on T oon’

1 n

Ainsi, pour toutneN: u, < [5) .
1 n
De plus, onavuque 0 < uy,, cequidonne: 0< u, < (5) .

1 n
Ainsi comme lim [—) =0 on en déduit par le théoréme des gendar: ue lim u,=0.
el rﬂ e
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- EXERCICE 12 - n-1
On admet que, si une suite (a,) . converge vers leréel 7, alorson a: HIP — Z aj="{¢.
n—+oop +
j=0

On se propose d’étudier la suite (i), définie par la donnée de u, = 0 et par la relation, valable pour tout

. uw+1
entier naturel n, u,.; = 5
1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel zona,0< u, <1.

Par récurrence.
¢ Initialisation. ug=0¢€ [0, 1[.
e Hérédité. Soit n €N, on suppose que 0 < 1, <1.0n a alors :
) ) 1 ul+1
0Sup<l = 0 U<l = 1< u,+1<2 < 0<§<T<1
soit 0 < Upy1 <1
¢ Conclusion. ...

(b) Etudier les variations de la suite (1,,) ,en.
Onapourtout neN:

2 2
u?+1 _un+l+2un:(un+1)2>0

Up+1 —Un = —Un= Z
2 2 2

donc la suite (u,) ,en €St croissante.
(c) Déduire des questions précédentes que la suite (i), converge et donner sa limite.

La suite (uy) ,en €St croissante et majorée par 1 donc elle converge vers une limite ¢ qui vérifie: ¢ =

2 +1 x*+1
(car x —

est continue).

Or,ona: )
c+1
(=

= (2-20+1=0 ([2—1)=0<:>€=1

Ainsi, la suite (u,) ,en converge vers 1.
2. Pour tout entier naturel n on pose, v, =1 — u,.

1 1 1
(a) Montrer que lim ( - —) ==,
n—-+oo Un+1 Up 2
On a pour tout n € N :

(1 1)_ 1 1 1
Unel Un) l—Upy l-u, 1__"'31+1 1-u,
2

1 1

-2 1-u,

2
_ 2 1+u,
_l—u%, (l_un)(1+un)
_2—1—un
Co1-u?

1-u, 1 1
= = — — car u, —1
A-un)A+uy) 1+u, +oo 2

Ainsi :

1 1 1
lim ( ——):—.

n—t0\Upy1  Un 2

(b) Utiliser le résultat admis en début d’exercice pour trouver un équivalent de v, lorsque 7 tend vers

+00.

Le résultat donné en début d’énoncé faisant apparaitre une somme, on pense a utiliser des sommes

1

1 . . .
— — s’écrit comme la différence de deux termes consécutifs.

téléscopiques puisque
Un+1  Un
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Ainsi, on a en posant a, =
Un+1 Un
. . 1 1 1 . . .
Comme lim a,= lim — — | = =, lerésultat admis nous dit que :
n—-+oo n—+oo\ Vp41 Un 2

n—

! 1 . o1l 1 1
aj=_ soit lim — -— ==
0 2 =

. 1
lim —
n—+oonpn j:

En simplifiant la somme téléscopique, cela donne

. 1 . . 1 1 . . n
lim —|——-—|== soit lim - —=—soit lim —=1
2 n—+oo nV, NUy n—+oo p,

2 1
(c) Endéduireque u,=1-—+o0 —).
n n
2 2 1 . 2 1 . 2 1
Comme v, ~ —,ona: v, = —+o(—| soit 1-u, = —+o|—| soit u, = 1-—+o|—|.
+oo n +oo n n +oo n n +00 n n

- EXERCICE 13 - o X
Pour x €10, +oo[on pose: f(x)=—.
X
On consideére la suite (i), y définie par u, = 1 et par la relation de récurrence 1, = f (u,), valable pour
tout entier naturel 7.
1. (a) Etudierles variations delafonction f : x — f(x) (on dressera son-tableau de variations, en précisant
les limites).
La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ comme quotient de dénominateur non nul et on a pour tout
x>0:

g —xe Tt —e™t  —(x+1)e” x
fx= 2 = 2 <Ocar x+1>0sur R}

donc f est strictement décroissante sur R .
Deplus,ona:

. lirgl f(x) = +o0o par quotient.
xX— +

e lim f)= 0" par quotient.

X 0 +00
f’(x) _

+o0o

fx) \

(b) Vérifier que chaque terme de la suite (u,,),,c v est correctement défini et strictement positif.
Par récurrence : pour tout n € N, on pose : #(n) : u, est bien défini et u, > 0.

0

* 1y =1donc 22(0) vrai.
* Soit n € N. Supposons £ (n) vrai.

Comme u;, >0, u, € Dy donc up+1 = f(uy) existe.
e ln

D’autre part, U, = > 0 par quotient de termes strictement positifs donc 2 (n + 1) vrai.

n
¢ Conclusion

*_x2

2. Pour x € [0, +oo[, onpose: g(x)=e"
(a) Démontrer que la fonction g : x — g(x) réalise une bijection de [0, +oo[ sur | — oo, 1].
La fonction g est dérivable sur [0, +oo[ et on a pour tout x > 0:
gx)=-e*-2x<0 sur R,

Ainsi, la fonction g est continue et strictement décroissante sur R, donc elle réalise une bijection de
[0,+oo[sur] lim ,g(0)[=]—o0,1]. D
X—+00
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(b) En déduire que I'équation f(x) = x, d'inconnue x, possede une unique solution dans l'intervalle
10, +00[, que 'on notera a.
Pour tout x €]0,+oco[,on a:

-X
X 2

e _ _
f=x+—= —=x<<—= e =x" <= ¢e"
X

-x*=0 = gx)=0

Or, d’apres la question précédente, g réalise une bijection de ]0, +oo[ sur ] —oo,1[ et 0 €] — o0, 1] donc
I'équation g(x) = 0 (et donc f(x) = x) admet une unique solution « €]0, +ool.

-

1
(c) Justifier que — < @ < 1. Onrappellequee = 2,7.
e

Ona:

) e 11 1 _et-elle Ve _ 2 1 _
o g(;)—e _g_el/e_g_W'or' e>2 = l/le<2 = e '"<e” donc g 3 >0=g(a).

= 1-e
e g(l)=e —1:T<O:g(a)

Ainsi, on a par stricte décroissance de g :

1 1
g[;)>g(a)>g(l:<:> E<a<1

3. (a) Démontrer que 'ona: uy > u.

1
Ona: up=1 donc ulzf(uo):e‘lzg et

1
e e

up = fu) =

e—1
car T>0(ez2,7>1)‘
(b) En déduire que la suite (u2,) v est croissante.
Par récurrence : pour tout n €N, on pose : 2(n) : Upp42 > Uzp.
* Uy > Uy donc Z(0) vrai.
¢ Soit n € N. Supposons £ (n) vrai. On a alors :

Uzn+2 > Uzp < [(Uzn+2) < f(uzy) par décroissance de f
> Uzp+3 < Uzp+l
<= f(u2n+3) > f(u2n+1) par décroissance de f

= Uzn+4 < U2p+2

donc & (n +1) vrai.
Ainsi, la suite (¢2,) ,e v €St croissante.

(c) Justifier que la suite (12,,41) ,c v cONverge.
Pour tout n € N, on a d’apres la question précédente :

Uzn+2 > Uzn
donc par décroissance de f,ona: pourtoutneN:
Upp+2 > Upp <= [(Uzn+2) < fuzn) SOIt  Uppis < Uzns1

ce qui montre que la suite (42,+1) ye v €st décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge.
4. Pour x €]0,+0c0 | on pose: i(x) = f o f(x). On pose également /2(0) = 0.

(a) Soit x un réel strictement positif. Déterminer /(x).
Pourtoutx>0ona:

e\ e ¥ ety ¥ -
hx)=f(f))=f 7 =—=xe ¥ = xe x =xe =«



(b) Démontrer que la fonction 7 : x — h(x) est continue sur [0, +ool.
* f est continue sur R} a valeur dans R} donc h = f o f est continue sur R} par composée.
e lim h(x) = lim f(f(x)) = 0 par composée car lim f(x) = +ooet lim f(x)=0.
x—0 x—0 x—0 X—+00
Comme h(0) =0, h est continue en 0.
Ainsi, h est continue sur R,..

(c) Démontrer que I'équation /(x) = x, d’inconnue x, admet exactement deux solutions sur [0, +oco[ qui
sont 0 et @, a étant le réel introduit a la question 2b.
¢ h(0) = 0 donc 0 est solution de I'équation h(x) = x.
e Soitx>0.0na:

g(x)

hx)=x < xe” * =x
g)

<e x =1 car x#0

g(x)

— -—=0
— g(x)=0
< x=a dapreslaquestion 2b
Ainsi, 'équation h(x) = x, d'inconnue x, admet exactement deux solutions sur [0, +oo[ qui sont 0 et a.

(d) En déduire la limite de la suite (22,,+1) yen-
Pour tout n > 0, posons : v, = uz,+1. Remarquons que pour toutn >0:

Un+1 = Uzp+3 = [(Uapse2) = f(f (U2n+1)) = B(Uzp41) = h(vy)

. 1
Ainsi,ona: vyp=u; =—etpourtoutn >0: v,y = h(vy).

On a déja vu que la suite (v,) >0 (qui est la suite (#2,+1)en) €5t décroissante et converge vers une
limite £. Comme & est continue et que v,+1 = h(v,), cette limite ¢ vérifie : h(¢) = ¢ donc d’apres la
question précédente ¢ =0ou’ =a.

. . 1
Or, comme la suite est décroissante et que vp = u; = —,ona: ¢ <
e

| —

1
Or, on avu que @ > — donc ¢ # «a et finalement £ = 0.
e

5. Lasuite (1), est-elle majorée 2 Admet-elle une limite 2
De méme, sion pose: w, = uUzy,ona: wy=ug=1etpourtoutn>0: wyy = h(wy).
Supposons que cette suite soit majorée. Comme elle est croissante (on a déja vu que (u2,) ,en €St crois-
sante), elle converge vers une limite ¢ qui vérifie: h(¢) =¢donc ¢/=0ou?=a.
Or, comme la suite est croissante et que wy=1,ona: ¢ > 1donc ¢ #0.
Or, on avu que @ < 1 donc ¢ # a également ce qui contredit la convergence.
On en déduit que (u2,) ,en I est pas majorée.
Comme cette suite est croissante et non majorée elle admet pour limite +oo.
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