ECG2 Analyse 3 - Intégration - Bilan

- EXERCICE 1 -
Calculer les intégrales suivantes.

1 1
1. f Y dx 7. f xVx2+1dx.
o -1

1+x2
1 , 3 dt 1 b
2. f xe ™ dx 8. f . Chercheraetbtq: =4, 2
o b 12-1 -1 t+1 -1
2 3 ¢
3. f In(x) dx 9. f ——dt. Utiliser:t=t+1-1.
1 b +1
31 nn 2
4. f 207 4t avec neN® 10. f - dx avec >0.
2 t 1 x'*o
1 tn—l 3 s
5. —— dt
fo 13 11. fl x°In(x) dx par IPP
v, 31
6. f_llx - x| dx. 12. fz T dt par chgt devar: u=In(t).

- EXERCICE 2 - 1
On considere la suite (u,,) nen définie par: ug =1, et pour tout n de N* @ u,, = f (In(1+ )" dt.
1. Calculer la dérivée de la fonction g définie sur Ry par: g:t— (1+)In(1+ 1?) —t.
En déduire la valeur de u;.

2. (a) Montrer que la suite (u,) ,en est décroissante.

(b) En déduire que la suite () nen €St convergente.

(c) Montrer que pour tout nde N*, ona:0< u, < (In2)".

(d) En déduire la limite la suite (u,,) nen-

3. (a) Alaide d’'une intégration par parties, établir pour tout entier naturel 7, la relation suivante, notée (%) :

Upi1=2n2)" ' —(n+Du, %)

(On pourra remarquer qu'une primitive de la fonction t — 1 est t — 1+ t.)
(b) En déduire que pour tout entier naturel n,ona: (n+1)u, <2(n 2)*1,
(c) En utilisant la relation (%) et la monotonie de la suite (u,) ,en, montrer que pour tout 7 de N, on a:

(n+2)uy, >2(n2)"*!

(d) En déduire que: nu, o 2(In2)"*! puis un équivalent de u,, en +oo.
00

- EXERCICE 3 - 1
Pour tout entier naturel n, on pose I, = f (1-x)"e™ dx.
)

1. Calculer Iy et I;.
2. (a) Ftudier sur Rla fonction & : x — (1 — x)e* — 1 puis donner son signe.
(b) En déduire que la suite (I,),>0 est décroissante puis qu’elle est convergente.

1
3. (a) Montrerque: Vxe€ [0, 1[, x+In(1-x) < —Exz.

1
2

(b) En déduire que pour tout entier n: I, < f e~ X2 gy

0

1oV
(c) Montrer alors a I'aide d'un changement de variable que : I, < \T f e_“z/ 2du.
nJo

n
2
(d) Pour tout entier naturel n, on pose : J,, = f e /2 du. Montrer que la suite (/) ;>0 est croissante.
0

(e) On admet que la suite (J,,) ,>0 est majorée.
En déduire que la suite (I,) ,>0 converge et déterminer sa limite. D
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- EXERCICE 4 - X ot
Soit f la fonction définie sur R} a valeurs réelles telle que : f (x) = f 7 dt.
1

1. Montrer que f est de classe € sur R* et pour tout réel x > 0, calculer f' (x).
2. Etablir pour tout réel x > 1, I'inégalité f (x) > eln x puis en déduire thP .
—+00
3. Etablir pour tout réel x de I'intervalle ]0, 1], 'inégalité f (x) < e*Inx puis en déduire 11%1 fx).
x—0"
4. Dresser le tableau de variation de f.

- EXERCICE 5 - 1
Pour tout entier naturel k on considere la fonction f; définie sur R, parlarelation: fi(x)= f e~ dr.
0

—X

. k+1 e
1. Soit x € R}. Etablir, a 'aide d'une IPP, que pour tout k > 0: fi11(x) = Tfk(x) -

1 X
2. ATl'aide d’'un changement de variable, montrer que pour tout x € R} :  fi(x) = o f ket du.
X 0
L . . , e k+1
3. En déduire que f; est dérivable sur 0, +oo[, puis montrer que : f.(x) = — — —— fi(x) = = fi41(X).
X

- EXERCICE 6 -

* In(z
On considere les fonctions F et G définies sur R} par: F(x) = f %([)2
1

* In()
1+ 12

dr et G(x):f
1

. Montrer que les fonctions F et G sont bien définies sur R.
. Montrer que F est une fonction de classe € sur R’ puis étudier les variations de F.

w N o=

. Montrer que G est une fonction de classe €" sur R’ puis montrer que G'(x) = 0 pour tout x > 0.

1
4. En déduire que G est nulle puis que pour tout x>0,ona: F(x) = F (;)

1
5. A l'aide du changement de variable t = — dans l'intégrale définissant F, retrouver le fait que pour tout
u

1
xeR;: F(;]:F(x).

- EXERCICE 7 - 2%
1. Montrer que I'intégrale / > dt est définie pour tout réel x.
+1
* g 2x
On considére désormais la fonction f définie par: VxeR, f(x) = ——dt.
x Vir+1

. Etablir que f est impaire.
. Déterminer le signe de f(x) selon le signe de x.
. Montrer que f est de classe C! sur R puis montrer que f est strictement croissante sur R.

g W

(a) Montrer que pour tout réel x,ona: x+ Vv x2+1>0.

(b) Déterminer la dérivée de la fonction h qui, a tout réel x associe In(x + vV x2 + 1).

(c) En déduire I'expression explicite de f(x).
2x [2
6. (a) Etablir que, pour tout réel x strictement positif, ona: x— f(x) = f

—dt
x \/m(l+m)

7
(b) Endéduire que: VxeR}, 0<x—f(x)< gxs.
(c) Conclure que f(x) (; X.
(d) En déduire que l'on a aussi: f(x) b X.
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- EXERCICE 8 -
Soit x unréel de ]0;1[.

n-1
1. Soit neN*. Calculer: Y xF.
k=0

-1 ,k+1 X X 4N
- . N . . x 1 l
2. Enintégrantlarelation obtenue ala question précédente, montrer que: Z —dt- f dr.
0

Ek+1 Jo 1-1 1-¢
X n 1 n+1 x gn
3. Montrer que: YneN*, 0 <f dr<—— uis en déduire que : lim =0.
q Sl 1= S1oxn+1 P q n—+oo o 1-t
o - o xk +00 .k
4. En déduire que la série de terme général " converge etque: Y %= In(1—x).
k=1

- EXERCICE 9 - ¥
Pour chaque entier naturel n, on déﬁninction fapar: Vxe[n,+ool, fr(x)= f eVidt.
n

1. Etude de f,,.
(a) Montrer que f;, est de classe € sur [n, +oo[ puis déterminer f,/,(x) pour tout x de [n, +ool.
Donner le sens de variation de f;,.
(b) En minorant f;,(x), établir que xlirp fn(x) = +00.
—+00
(c) En déduire que pour chaque entier naturel 7, il existe un unique réel, noté u,, élément de [n, +oco|, tel
que fu(uy) =1.
2. Etude de la suite (u,).
(a) Montrer que lim u, =+oc0.
n—+oo

(b) Montrer que: VneN, e Vi <up,-n< e Vn,

3. (a) Utiliser la question 2b pour compléter les commandes Python suivantes afin qu’elles permettent d’af-
ficher un entier naturel n pour lequel u,, — n est inférieur ou égal a 1074,

1+ from math import exp, sqrt

2 n =20
s while ............
4 n o= ... ...,

s print(n)

(b) Lescript affiche 'une des trois valeurs n = 55, n = 70 et n = 85. Préciser laquelle en prenant 2,3 comme
valeur approchée de In10.

4. On pose v, = u,—n.

(a) Montrer que lim v, =0. |:|
n—+oo

(b) Etablir que, pour tout réel x supérieur ouégala —1,ona: v1+x<1+

N R

(c) Vérifier ensuite que: YneN*, e V¥ > ¢ Viexp (—i)
2vn

(d) Déduire de 'encadrement obtenu en 2b que: u,—n = eV
()
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- EXERCICE 10 - 1 ,
On pose pour tout entier n > 0: I, :f x"e™ dx.
0

1. Calculer I;.
. 1
2. Etablir que pour tout entier naturel n,ona: 0< I, < 1 puis déterminer la limite de la suite (I,,) yen-
n

3. (a) Alaide d’'une intégration par parties, établir pour tout entier naturel 7, la relation :

I = n+ II 1
n+2 = 2 n %2e
(b) Déterminer la limite de nI, lorsque n tend vers +oo puis en déduire un équivalent de I,.
. Db+
4. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = —
n!
_ 1
(a) Etablirlarelation: wu,.1=u,——- puis en déduire que :
2e (n+1)!
1 1 &1
VneN, u,=--—— —
"T2 2 ,;) k!

(b) Donner, sous forme de somme, I'expression de I, en fonction de n.

1
(c) Vérifier que pour toutentier k > 1,ona: gy = klpp—1 — %8 puis compléter le script Python suivant
e
afin qu'il calcule et affiche la valeur de I, pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

1+ n = int (input(’entrer la valeur de n : ’))
2 I = ...,

3 for k in range(1,n+1)

4 I = .........

5 print(I)

- EXERCICE 11 - n

1 1
On considere la fonction f: t — définie sur |1, +oo[ et on pose pour tout entiern >2: v, = —_
R TNG J1, #ooletonposep Zen ,;2 kIn(k)

k+1
1. Déterminer les variations de f puis en déduire que pour tout k >2: f(k+1) < f@de< fk).
k

n n
2. Endéduire que: Vn>2, f fde+ f(n) < vy <f fyde+f(2).
2 2

n 1
3. Calcul t) dt. En déduire 1 t de la séri .
alculer , f@® n déduire la nature de la série ké’z T

4. Déterminer un équivalent de v, en +oo.
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