ECG2 Analyse 3 - Intégration - Bilan - Un corrigé 9. On écrit : ! _ t+1-1 —1_ 1 ce qui donne :
t+1 r+1 t+1 '
- EXERCICE 1 - s s
inté i t 1
Calculer les intégrales suivantes. R o o f —dtzf 1-——de=(t-In(t+ D3 =3-In@) - 2+In@) = 1 - 2In(2) +In(3)
Tous les intégrandes sont continus sur 'intervalle fermé d’intégration donc les intégrales sont bien définies. b t+1 p) t+1
1u
1. Delaforme -—— cequidonne: 10. On écrit: —1— = L -0+).
2u 9x1+é 0
1
T ox 1.5 ' In2 1 ( 1] s X 1x7e 1 .
—— _dx=|-= == Delaforme =x% aveca =-|1+ = | quis’intégre en = =———=-Xx 9 cequidonne:
fo 1+x2dx zln(x +1)0 2 0 9/ & Oa+1 9-% q
1 2 _1712
2. Delaforme —-u'e" cequidonne: f 1 dx:[—x’érz _11 :1_i1
2 1 gx'*o bolxe ly 28
! 1 ' o1-e!
fxe"‘zdx:—-e"‘2 = Mm=Mxlﬂm=l
0 0 11. On réalise une IPP (dans le but d’éliminer le In) : x)i .
3. Une primitive de x — In(x) est x — xIn(x) — x(a connaitre), ce qui donne : Vw=x> vx)= 7
2 Les fonctions u et v sont de classe € sur [1;3] ce qui donne :
f In(x) dx = [xIn(x) - x]§ = 2In(2) - 1 5 5
1 f3 3 x*Inx 3 x3 81ln3 [x*
x’Inxdx= -| —dx=——-|—=| =...
4. Delaforme u'u" avec u=In(f) cequidonne: 1 1 ho4 4 16 ],
1
f3 In(n)" dr In@®™ 17 @)™ -1nE@)"! 12. On effectue le changement de variable: u=1In(¢) du=-dt.
bt Tl on+1 |, n+1 Enfin, lorsque ¢ varie entre 2 et 3, u varie entre In(2) et In(3) ce qui donne(il ne faut plus que la variable ¢
asl apparaisse dans la nouvelle intégrale) :
5. Rappel : une primitive de u'u® est . 3 31 1 In@3) |
o a+l f oy de= I——dt:f — du=[In(w)13 =In(In(3)) - In(In(2))
Presque de la forme el w'u® avec u=r"+1 cequidonne: 2 tin(?) 2 In() 1 In@) U
- EXERCICE 2 -
1 -1 1 -1 -3 291 52 -2 1
f " dt:f nt" (" +1) dr= [([nJrl) — 27-1 :i On considere la suite (u,,) ,en définie par : ug = 1, et pour tout 7 de N™ : u,,:f (In(1+ )" dt.
o (1"+1)3 o n -2n |, -2n 8n o

1. Calculer la dérivée de la fonction g définiesur R, par: g:t— (1+)In(1+ 1) —¢.

6. Pour x € [-1;0], ¥’ —x >0 donc |x*—x|=x*—x. En déduire la valeur de u;.
Pour x € [0;1], x> = x < 0donc [¥*—x|=—(x*-x)=x— x> La fonction g est dérivable sur R, etona:
Ce qui donne :

1) = L
g0 =In(t+ 1)+ (t+ )= ~1=In(t+1)

0 1

2

2 3

3

1 0 1 P
f |x2—x|dx:f (xz—x)dx+f (x-x)dx=|—-=—
1 -1 0 3 2

1
-1 0 Ona: u = f In(1 + #) dt et le calcul précédent montre que g est une primitive de la fonction ¢ — In(1 + #)
0

1 _ o
7. Delaforme Zu/u”2 avec u=x?+1 cequidonne: - Ainsi:

1
u1=f In(+8)dt=[(t+DIn(t+1) -]y =2In2 -1
1 (x2+1)32 1 @312 = (2312 0
Z = =0
2 ]71

3/2 3

2. (a) Montrer que la suite () ,cn est décroissante.
On a pour tout n € N :

1
f xVx2+1dx=
-1

Remarque : Ce résultat était prévisible car la fonction x — xV x2 + 1 est impaire donc I'intégrale de cette
fonction sur tout intervalle centré en zéro (ici [-1, 1]) est null). La symétrie de la courbe par rapport au
point (0,0) permet de voir que l'aire entre —1 et 0 (comptée négativement car fonction négative sur cet
intervalle) et égale a celle entre 0 et 1.

1
Ups1— Up :f (In(+ )" = (In( + )" dr par linéarité de l'intégrale
0

1
=f (In(1+ )" (n(1+ 1) —1) dr
0

8. On trouve apres mise sous méme dénominateur et identification : tzl_ . 2(ti D + 2(t1— D Or, pour tout £ € [0, 1], on a par croissance des fonctions In et puissance, on: (In(1+ 1)) > 0.

Ce qui donne : D’autre part, 1 <1 <= In(1+ 1) <In(2) &< In(1+1)-1<1In(2)-1<0, ce qui donne:

301 131 131 1 5.1 ;3 In3-In4 In2 In3-In2 (In(+0)"(n1+5-1) <0
f ﬁdt:—i mdt-{-z\[ :dt:—i[ln(t+1)]2+§[ln(t—l)]2:T+T:T 1

2 z z :f (In(1+ )" (n(1+t)—1) d¢ <0 par croissance de 'intégrale avec bornes 0 < 1

AR In3-In2 0
soit fz 21 dt= 5 D soit: Up41 — U, < 0doncla suite (uy,) zen est décroissante.
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(b)

-

(c

d

=

=

(a

(b)

N

(c

(d)

En déduire que la suite (u,) ,cn €St convergente.
On a, pour tout # € [0, 1], par croissance des fonctions In et puissance, on : (In(1+ )" > 0 ce qui
1

donne par croissance de I'intégrale avec les bornes dans le bon sens : u,, = f (In(1+ )" dr>0.
0

Ainsi, la suite (u,) ,en est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

Montrer que pour tout 7deN*,ona:0< u, < (In2)".

0<r<1
In(1) <In(1+#) <In(2) par croissance de la fonction In
0< (In(1+ )" <In@)" par croissance de la fonction ¢ — "

LUy

1 1

0< f (In(1+ )" dt < f In(2)" dr par croissance de I'intégrale
0 0

= 0<u,<In@”

En déduire la limite la suite (1,,) ;e
Comme 0 <In(2) <1, 0n a: nliIP In(2)" = 0 donc d’apres le théoréme des gendarmes, on a :
—+00

lim u,=0.
n—+oo
ATaide d’une intégration par parties, établir pour tout entier naturel 7, la relation suivante :
Uns1 =202~ (n+ Dy, (%)
(On pourra remarquer qu'une primitive de la fonctiont — 1 estt — 1+ t.)

1
OnaparIPPavec u: t— (In(1+ )" (donc u: t— (n+1)m (In(A+ )" etv:t— 1+1declasse €!
sur [0, 1] :

1
uml:f 1-(In(1+ )" dt
0
1
:[(1+t)(ln(1+t))”+1](1)—/ (n+1)L(ln(1+r))"(1+ndt
0 1+¢

1
=[A+ndnd+ t))"”]é—f (n+1)(n(1+ )" d¢
0
=2(n2)""' - (n+ Duy

En déduire que pour tout entier naturel 7,ona: (n+1)u, <2(n 2)n+l,
D’apres la relation (%) , on a pour tout entier naturel 7 :

Upi1=2(In2)"" — (n+Duy,

donc
(m+Dup=21n2)"" -y, <2An2)" car upeq >0

En utilisant la relation (x) et la monotonie de la suite (u,) ,en, montrer que pour tout nde N, ona:
(n+2)uy, >2(n2)"*!
D’apreés la relation (%) , on a pour tout entier naturel 7 :

(n+Dup=21n2)"" — 1pq

= (n+1Du,+u,=2(n2)"*"!

—Up+1t Up
= (n+2u, =202+ (U, — 1)

= (n+2u,=>2 (In2)"*'  car Un — Up+1 = 0 par décroissance de (1)

En déduire que: nu, = 2(n2)"*! puis un équivalent de u,, en +oco.
00
D’apres les deux questions précédentes, on a:

(n+Du, <2(n2)" et (n+2)un22(ln2m
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soit

2(In2)"™ —2u, < nu, <2(n2)"' —u,

2u nu u
n < n

1- < = <1-
2(n2)"™"! " 2(In2)**! 2(In2)™*!

u
Montrons que lim ———— =0.
n—-+oo (n2)+1
u
Ona: 0<(n+Du, < 2(n2)"*! donco0< —"1 < —— donc; lim —"1 =0 par théoreme
(In2)™* n+1 n—+oo (In2)"*
des gendarmes.

. . 2up . Un
Ainsi,ona: lim 1——1: lim 1——1:1.
n—too  2(In2)"*t n—teo 2 (1n2)”+n

oD PPN T n__ : - n+1
D’apres le théoréme des gendarmes, ona: nglllm 202" 1 ce qui prouve que nu, o 2(n2)""".
2(In2)"*!
Par quotient, on obtient alors: u, o #
n

- EXERCICE 3 - 1
Pour tout entier naturel 1, on pose I, = f (1-x)"e"™ dx.
0

1. Calculer [y et I;.
Ona:

1
Io=f ldx=1
0

et par IPP avec u: x— 1—x et v: x — e* fonctions de classe € :

1 1
Ilzf (l—x)exdx:[(l—x)ex](l)+/ efdx=-1+(-1)=e-2
0 0

(a) Etudier sur R la fonction : x— (1 - x)e¥ -1 puis donner son signe.

La fonction h est dérivable sur R et pour tout x réel, on a : W(x) =-e+1-x)e" =—xe* qui est du
signe de —x. On a alors :

X —00 0 +00
n(x) + 0 -

h(x) / ‘ \

ce qui montre que & est négative sur R, son maximum valant 0 d’apres le tableau précédent.

(b) En déduire que la suite (I,,) ,>( est décroissante puis qu’elle est convergente.

Pour tout entier n, on a:
1 1
Ina—1In :f (1-x)"Hleln+Dx dx—f 1-x)"e"™ dx
o 0
1
- f (1-x)"le+DX _ (1 — )" dx par linéarité de I'intégrale
o
1
:f (1-0"e"™(1-xe*-1) dx
o
1
:f (1-x)"e"™h(x)dx
o

Or, pour tout x de [0, 1],ona: (1-x)" >0, €™ >0 et h(x)<0 donc: (1-x)"e" h(x)<0.
Par croissance de 'intégrale (bornes dans le bon sens), on obtient :

1
Ini1—1In :j 1-x"e"™h(x)dx<0
0
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donc la suite (I,,) ,>0 est décroissante. (e) On admet que la suite (/) ,>¢ est majorée.

De plus, pour tout x de [0, 1], ona: (1-x)"e"™ > 0 donc par positivité de I'intégrale (bornes dans le En déduire que la suite (I,,) ;> converge et déterminer sa limite.
bonsens),ona: I,>0. Commengons par remarquer que I, > 0 (par positivité de I'intégrale) car l'intégrande (1 - x)"e"* est
Ainsi, la suite (I,) ,>0 est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. positif sur [0, 1].
1, Ainsi, on a avec la relation de la question 3c:
(a) Montrerque: Vxe€ [0, 1[, x+In(1-x) < _Ex . 1
. 1 . L. o<, <—
Soit g:x— x+In(1—-x) + 5x2, fonction dérivable sur [0, 1[. On a pour tout x de [0, 1[: " \/ﬁ]"
Or, la suite (J,;) n>0 est croissante et majorée (admis) donc elle converge vers une limite L.
, -1 I-x-1+x(1-x) -x2 . . o 1
g=l+—+x=——"—"—""——=——<L0 sur|0, 1 Comme lim — =0, on a par produit de limites, lim —J, =0.
1-x 1-x 1-x n—+oo \/n n—+oo /1
L . L . Ainsi, on a d’apres le théoréme des gendarmes: lim I, =0.
Ainsi, la fonction g est décroissante sur [0, 1[ et comme g(0) = 0, on en déduit que g(x) < 0 sur [0, 1] n—+oo
1,
etdoncque: x+In(l1-x) < —5 % sur [0, 1[. - EXERCICE 4 - x gt
1 , Soit f la fonction définie sur R} a valeurs réelles telle que : f (x) = f —dt.
(b) En déduire que pour tout entier n2: I, < f e~ X2 gy, 1t
Ona: 0 1. Montrer que f est de classe €' sur R* et pour tout réel x > 0, calculer f’ (x).
: Rédaction a connaitre (valable seulement sila borne du bas est constante et celle du haut est x).
2 T
X e ..
x+In(1-x) < - Notons h: t— r I'intégrande.
2 x el el
— nx+nin(l-x) < - ";C carn>0 La fonction f : x — - d¢ est la primitive de t — — qu1 s’annule en 1. Ainsi, F est de classe €' car
il dérivable et de derlvee f' = h continue.
= ¥l o=~ ap exp est croisssante er
) On a donc pour tout x e R} : f' (x):h(x):—
— enxeln((l—)c)") < e—%
= 2. Etablir pour tout réel x > 1, I'inégalité f (x) > eln x puis en déduire lirp f .
nx X—+00
=e"1-x"<e 2 . . . . 1 v .
1 1 i Pour obtenir la minoration par In x, il faut garder P dans I'intégrale. On va donc encadrer e’.
= f e™1-x)"dx< f e "2 dx car croisssance de l'intégrale On a pour x > 1 (bornes dans le bon sens).
0 o
. 1<r<x
Ainsi, onabien: VneN, I, < f e_(’”cz)/2 dx. = el'<el<e* par croissance de la fonction exp
0
t X
1 Vo e e
(c) Montrer alors a l'aide d’'un changement de variable que: I, < T f e"”z/ 2 du. e t St ¢t car t>0
nJo X X pt X pX
. e e e
On pose u = v/nx, changement de variable de classe €. — f p dr < f 7 dr < f - dt par croissance de l'intégrale car x > 1
1 1 1 1
Onaalors: du=+vndx donc dx=—du et x€[0, 1] = ue€ [0, vn], ce qui donne: X ot
vn = e[ln(t)]fgf —dr<et ()
1
Doz g [V e ] | R = eln(x) < f(x) <e*ln(x)
e dx = e’ —du= e du
0 0 ‘f \F Remarque : L'inégalité de droite est inutile. On peut s’en passer.
d’ot le résultat avec la question précédente. Ainsi,onapourtoutx >1: f(x) > eln(x) et comme liIP eln(x) = +oo, on a par minoration :
X—+00
™ lim f(x)=
(d) Pour tout entier naturel n, on pose: J, = f e~ "“’? du. Montrer que la suite (J,) >0 est croissante. X=+oo
0

o . ye e . < X . . . .
Soit neN.Ona- 3. Etablir pour tout réel x de I'intervalle ]0, 1], I'inégalité f (x) < e*In x puis en déduire ;cli%l+ f(x)

On a pour x € ]0, 1] : (Attention, bornes dans le mauvais sens!)

Vn+l - . S .
Tni1=Jn :f " efu2/2 du— f‘/ﬁe,uz/z du * Méthode 1 : on utilise la croissance de I'intégrale avec les bornes dans le mauvais sens.
0
el x<t<1
= f e “/2du  dapreslarelation de Chasles e* e’ e!
vn = —<—<—
t t t
2 X
Or, e /2> 0 donc par positivité de I'intégrale (bornes dans le bon sens: V< vn+1),ona: — f e_ f e_ f ®dt on change le sens de I'inégalité car bornes dans le mauvais sens
Vn+l ) 1t t
]n+1_]n:f e “2du>0. o
- v . = e’ [In(n]] = f —dt > e[ln(n)]}
Ainsi, la suite (J;,) n>0 est croissante. t

I

e*In(x) > f(x) > eln(x)

[] ”
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* Méthode 2 : plus long car on force les bornes a étre dans le bon sens et on les change ensuite.

x<t<1

X et el
= — << —<—

t ot ot

1o 1ot 1o

= f dr < —drgf —dt par croissance de l'intégrale car x <1

x t x t x

Le* Let le
= - 7 t>- 7dt>—f ;dt en multipliant par —1
X

wk

~ [ Fus [t
1t t t

= e*[Inly > f— t >elln(n)]y

Hm

= e'In(x) > f(x) > eln(x)

Ainsi, on a pour tout x€]0,1]: f(x) <e*In(x) et comme lim e*In(x) = —co, on a par majoration :
x—0%

lim f(x)=-

x—0*

4. Dresser le tableau de variation de f.
X

e
Onapourtout xeR}: f "(x) = h(x) = — donc f est strictement croissante sur R, ce qui donne :

X 0 +oo‘

fx) - ‘

- EXERCICE 5 -

1
Pour tout entier naturel k on considére la fonction f; définie sur R, parlarelation: fi(x)= f rFe ¥ dr.
0

. k+1 e~

1. Soit x € R}. Etablir, a 'aide d’'une IPP, que pour tout k > 0: fj.1(x) = —~ fe(x) - "
_—tx

OnaparlIPPavec u: t— t**' (u/ ()= (k+DtHetv:r—

de classe €' sur [0, 1] :

fk+1(x) f k+l —txdt
—txq1 1 e ix
+f (k+1)fF—dr
0 X
e k+1 !
:——+—f tFe~tx dr
X X 0

e—x

k+
=—fk(x)——

—e
tk+1

1
2. Alaide d’'un changement de variable, montrer que pour tout x € R} : fi.(x) = v f uke " du.
X 0

u 1 . G

On pose u = tx donc t = — et dt = — du, changement de variable bijectif de classe €.
X X

Si t varie entre 0 et 1, alors u varie entre 0 et x, ce qui donne :

1 x k 1 1
fk(x):f0 ztke"”‘dl‘:f0 (%) e"”(;du):xkﬂfo uke " du

X

- +
3. En déduire que f; est dérivable sur |0, +oco|, puis montrer que : f,é(x) R fie(x) = = frr1 (0.
1 X
— -u . k_—u
Notons fi(x) = xk“f uFe " du=h(x)G(x) avec h: x— —— prm) etG.x—»/O Er du.
-7/19-

- EXERCICE 6 -
On considere les fonctions F et G définies sur R} par: F(x) = f
1

(v'(£) = e”** car la variable est ) fonctions

G estla primitive de la fonction u— u*e™* qui s’annule en 0 donc G est de classe €' etona: G'(x) = xFe ™.

Ainsi, fi est dérivable sur ]0, +oo[ comme produit de fonction dérivables et on a pour tout x €]0, +oo[ (avec
R (x) = (DY = —(k+ 1x7572)

x 1
filx)=—(k+ l)x’k’zf ube ™ du+ ——xFe™*
0
k ,—x

xk+1
—(k+1) _ 1
= uke Ydu+——x"e
xk+2 o xk+1

-k+1) 1 ¥ e

:¥ f u e"”du+—

x  xktl g x
[y

=fr(x)
e k+1

= —fk(x) ~fie+1(x)

* In(1)
1+ 2

]
dt et G(x):f 00 g,
Ux 1+t

1. Montrer que les fonctions F et G sont bien définies sur R.

In(t
Pour tout x € R}, la fonction ¢ — 5 est continue sur [1, x] fermé (ou [x, 1]). Ainsi, les intégrales et donc

les fonctions F et G sont bien définies.

. Montrer que F est une fonction de classe ¢! sur R} puis étudier les variations de F.

Notons h: t —

5 lintégrande. /1 est continue sur R comme quotient de dénominateur non nul de

In(#)
. . t
fonctions continues sur R}.

X
La fonction F: x — f h(t) dt estla primitive de & qui s’annule en 1. Ainsi, F est de classe ¢! car dérivable
1

et de dérivée F' = h continue.

In(x)

On a donc pour tout x € R} : F'(x) = h(x) = 22

. Montrer que G est une fonction de classe €' sur R’ puis montrer que G'(x) = 0 pour tout x > 0.

In(#
Notons h: t— n() I'intégrande.
1+1¢2

La fonction & est continue sur R} donc elle admet une primitive H de classe €* (puisque H' = h est conti-
nue). On a alors :

G(x) :f h() dt=[H®,, = Hx) - H1/x)
1/x

Ainsi, G est de classe € sur R} comme composée et somme de fonctions de classe €* sur R.

1
De plus, on a par définition de H: H'(x) = h(x) = 1n+())cc)2

ce qui donne :

G'(x)=[H(x)- H1/x)
= H'(x)—;—le'(l/x)

1
:h(x)+—2h(1/x)

x
_In(x) N 1 In(1/x)
T1+x2 x21+41/x2
_ In(x) N —In(x)
T1+x%2 x2+1

1
4. En déduire que G est nulle puis que pour tout x >0,0ona: F(x) = F (;)

» D’apres la question précédente, G'(x) = 0 sur R’. Ainsi, G est constante.
Pour déterminer la valeur de cette constante, on calcule G en un point simple.

L]
Ona: G(l):f n(?)
1

Y 5 dt =0. Ainsi, G est constante égale & 0 donc G(x) = 0 pour tout x € R..
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* Onremarque que :

X 1 x 1/x x
G(x):f In(®) dt:f In(®) dt+f In() dr:—f In() dz+f ;nm dt = F(x) - F(1/x)
1 1 1 1 1

ix 1+ 12 ix 1+ 12 1+ 12 1+1¢2 + 12

Comme on vient de voir que G(x) = 0 pour tout x € R}, on en déduit que pour tout x >0, on a:

G(x)=F(x)-F(1/x) =0 soit F(x)=F(1/x)

1
5. Alaide du changement de variable r = — dans l'intégrale définissant F, retrouver le fait que pour tout
u
1
xeRy: F(;) = F(x).

1 l/xl
Ona:;F(—):f Lt)zdt
X 1 1+t

-1
Onpose: t=—,cequidonne: dt=— du.
P u d u?

Enfin, si ¢ est compris entre 1 et 1/x, on a u compris entre 1 et x. Ainsi, on obtient :
1 1x In(¢ X In(1/u) -1
F(—):f Q) dt:f g—du
x 1 1+¢2 1 1+1/u? u?
fx In(1/u) ( 1 )
= ———|-—du
1 1+1/u?\ u?
* —In(u
:‘f nw g,
1 uc+1

B X In(w) _
—/1 u2+1du—F(x)

1
Ainsi, pour tout xe R} : F (—) = F(x).
X

- EXERCICE 7 - 2y

1
1. Montrer que I'intégrale

x Vit+1

est continue sur R comme composée (t2 +1 > 0) etinverse d'une fonction continue

dt est définie pour tout réel x.

La fonction ¢ —

1
i ViZ+1
dont le dénominateur ne s’annule pas.
2x

Ainsi, pour tout x € R, la fonction ¢ — dt est bien définie.

est continue sur [x, 2x] donc f

2+1 x 2+1

On consideére désormais la fonction f définie par :
2x 1
VxeR, f(x)= —dt
x Vi2+1
2. Etablir que f est impaire.
Soit xeR.Ona:

-2x

——dt
-x Vit+1

2x

fl=x) =

1
= ——(—du) changement de variable t=—-u, dt=-du
x V(w2 +1 8
2X 1
=— du
x Vui+1

=-fx)

ce qui prouve que f est impaire.

1

3. Déterminer le signe de f(x) selon le signe de x.
Comme f est impaire, il suffit d’étudier son signe sur R,. Soit donc x € R,.. On a par croissance de I'inté-
grale, les bornes étant dans le bons sens (2x > x car x > 0) :

1 2x ]
— >0 =
Vit+1 x V241

Ainsi, Vx € R;, f(x) > 0 puis par imparité, Vx e R_, f(x) <0.

at>0

4. Montrer que f est de classe 6" sur R puis montrer que f est strictement croissante sur R.

Soitg:t— . Comme la fonction g est continue sur R, elle admet une primitive G de classe €' sur R

2+1
(car G' = g est continue). On a alors :

2X
f) = f gt)dt = [GDZ* = GR2x) - G(x)

Ainsi, f est de classe €' sur R comme composée et somme de fonctions de classe %! sur R.
On a alors, pour tout x e R :

f'(x)=2G"2x)-G'(x)
=2802x)—-gx)
1 1

=2 _
Vaxt+1 Vx2+1
1 1
S ———T
/x2+i Vx?+1

car, pour tout x € R, on a, par croissance de la fonction racine et décroissante de la fonction inverse :

1 1 1 1
0<x’+><x?+1 donc {/x2+~ < Vx2+1 donc ——— >
4 4 2+l V24l
1
Finalement, f’(x) > 0 pour tout x € R donc f est strictement croissante sur R.

5. (a) Montrer que pour toutréel x,ona:x+V x2+1>0.
Pourtout xeR,ona:
Z+1>x2>0.

Comme x — v/x est strictement croissante sur R*, ona:

\/x2+1>\/x_:|x|
donc

x+(-x)=0 si x<0
X+Vx2+1>x+|x| >0 car x+|x|= =
X+x=2x six>0

Donc V' x%+ 1+ x>0 pour tout x € R.

(b) Déterminer la dérivée de la fonction 7 qui, a tout réel x associe In(x + V x2 + 1).

La fonction & est dérivable comme composée de fonctions dérivables (x + V x%+1 > 0) et pour tout
xeR,ona:

h(x) =

CVitR2

(1+ 2x )_ 1 I+x2+x| 1
x+V1+x2 2V1+x2)  x+V1+x? V1+x2
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(c) En déduire I'expression explicite de f(x).

.Onadonc:

D’apres la question précédente, la fonction & est une primitive de ¢ — >
1+¢

2x
fx) = ——dt
x V241
2
= [ln(t+ \/t2+1)] *
X
:ln[2x+v4x2+1]—ln(x+\/x2+1)
I 2x+V4x2+1
=In| ————8M8M
x+VxZ+1
. 2x t2
(a) Etablir que, pour tout réel x strictement positif,ona: x— f(x) = f —————dt
x \/t2+1(1+\/t2+1)

2x

Soit x € R}. On a, en remarquant que : x = f ldt:
X

2x 2x 1
x—f(x):f ldt— dt

x x Vi2+1
2x 1

= 1- dt
X ViE2+1

3 2xw2+1—1d[
x  Vi2+1

. 2x(\/[2+1—1)(\/t2+1+1)
_fx VETI(VET1+1)

fo P+1-1

= ——dt
x \/t2+1(\/t2+1+1)
soit

2x t2

1= e

7
(b) Endéduireque: VxeR;, 0<x—- f(x) < gxe'.

PourtoutteR,ona: Vt?2+1>1 donc V2+1 (1 +V 2+ 1) > 2. On a alors, par décroissance de la
fonction inverse :

1 1
S—————— <3
\/t2+1(1+\/t2+1) 2
et donc, comme 2 >0:
1 12
S—————F—— <75
\/t2+1(1+\/t2+1) 2
On a donc par croissance de I'intégrale (bornes dans le bon sens car 2x > x car x > 0) :
2x £2 2x 42 817 83 B8 783
P [ Y | PP g
x \/t2+1(1+\/t2+1) x 2 6, 6 6 6
. . * 7 3
Finalement, onabien: VxeR, ng—f(x)ggx .
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(c) Conclure que f(x) o X puis montrer que 'on a aussi : f(x) b X.

Lencadrement précédent donne alors :

Comme x > 0, on obtient :

7
Or, lim 1—-x*=1.
x—0* 6

fx)

Dongc, d’aprés le théoreme des gendarmes, ona: lim =—— =1, ce qui prouve que f(x) ~ x.
X 0

x—0%
(d) En déduire que 'on a aussi: f(x) X

On a, en utilisant le changement de variable x = —¢ puis I'imparité de la fonction f :

tim L2 = gim L0 _ g Oy O
=0~ x—0* —X x—0t —X x—0* X

1

d’apres la question précédente.

f

On vient de montrer que li%l - = 1 ce qui prouve que () b t.
P -

- EXERCICE 8 -
Soit x un réel de ]0; 1[.

n-1
1. Soit ne€N*. Calculer: )_ %~

k=
Comme x # 1, on peut appliquer la formule de la somme des n premiers termes d'une suite géométrique

de raison x :

n-1 xk+1 x 1

2. Enintégrantlarelation obtenue ala question précédente, montrer que: Z 1 = 1=
k=0 (U

Pour tout £ € [0, x], on a également :
n—1 k 1-— If"

égalité que |'on peut intégrer entre 0 et x > 0.

xn—1 X1 _¢h
Ztkdt:f dt
0

0 k=0 1-t¢

D’une part, on a par linéarité de I'intégrale :

tk+1
k+1

n-1 _
n lxk+1

xn-1 n-1 px
Y tkar=Y | tar=
0 k=0 k=070
D’autre part, on a, encore par linéarité de I'intégrale :
ry—gn g X ogn
f dt :[ —dt- dr
o 1-—t¢ o 1—-¢ o 1—1¢

n-1 xk+l X ] x n
Onen déduitque: Y —:f —dt—/ dr.
e k+1 o 1—-¢ o 1—1¢

dt=
k=0 k:0k+1
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n 1 xn+l X gn
dr<— puis en déduire que: lim =0.

< =
o -t 1-xn L n—+oojJo 1—1 Sur [n, +ool, on a par croissance de la fonction exponentielle :
Pour encadrer I'intégrale, on commence par encadrer I'intégrande. Pour tout £ € [0, x],ona:

X . 4 . P _
3. Montrer que: YneN", 0< f (b) Enminorant f,(x), établir que lim f;(x) = +oo.
0

Vig ,vn
eVi>e
0<tr<x
= —x<-1<0 ce qui donne par croissance de I'intégrale (x > n) :
—0<1-x<1-1<1 carx<l1 X X x
1 1 fn(x):j e‘/;dt>f e‘/ﬁdt:e‘/ﬁf 1dr=eV"(x—n)
—0< ¢ < s car la fonction inverse est décroissante sur R’} n n n
- -X
n P . N T + . . . . -4
0< o < - car >0 Comme xlirpme (x—n) 00, on a par minoration : xl—l-IPoofn(x) 00.
- -X

x g x gn (c) En déduire que pour chaque entier naturel 7, il existe un unique réel, noté u,, élémentde [n, +oo[,
=0< / dt < f I dt par croissance de I'intégrale tel que f,(u,) = 1.
0 0

1-t —-X X La fonction f;, est continue et strictement croissante sur [, +oo].
tn+

X h 1 x
= 0< f dr< ——
o 1—t l1-x|n+1], o ] Jn
x gn 1 xl Ainsi, f, réalise une bijection de [n, +oo[ sur [0, +ool.
=0 <f Comme 1 € [0, +ool, il existe un unique réel, noté u,, élément de [n, +oo[, tel que f,(u,) =1.
0

2. Etude de la suite (u,,).

n
De plus,ona: fn(n):f eVidr=0 et xligloofn(x):+m‘

1-t  1-xn+1

1 er—l . _
De plus, comme x€]0, 1[,ona: lim x™1=0donc par quotient,ona: lim —— =0. (2) Montrer que nl—lver Un = +oo.
n—teo < n—tool-xn+1 D’apres la question précédente, ona: u, > n.
Donc d’apres le théoréeme des gendarmes, on a: lirP = dr=0. Comme nlirpoo n = +o0, on obtient par minoration : nlir+noo U, = +oo.
n—+oo Jo 1— — =
. . ok ‘o0 (b) Montrerque:V¥neN: e V@< u,—n<e V"
4. En déduire que la série de terme général * converge et que : Z * =—-In(1-x). Sur [, u,], on a:
k=1 Vi ¢ VT < pVin
Onavuque: eV iLeV Lev™
-1 k+1 n
X = fx 1 dr— tt dt ce qui donne par croissance de l'intégrale (1, > n) :
i—ok+1 Jo 1-1 o 1-1¢ Un Un Un
soit f e\/ﬁdtgf e‘”dtgf eVindr
n n n
n xk x ] x g4n tn
];? :fo 1-¢ dt—fo 1—¢ dt soit en remarquant que f;,(u,) :f e‘ﬁdt: 1
= N . n
_ X
—[—ln(l—l‘)]o—/(; l—l’dt e\/ﬁ(un_n)glge\ﬂTn(”n_n)
X n
=— Q_ x)— f d dt — —In(1-x). Linégalité de gauche donne alors :
0 1=t nove un—nge"/ﬁ
X n .
car lim dt =0 d’aprés la question précédente. et celle de droite:
n—+oo Jo 1—1t¢ un_n>ei\/u7"
k +00 4.k
X
Ainsi, la série de terme général * converge et : Z 2 =—In(1-x). Finalement, VneN: e Vin g Up—n< eV,
k=1 3. (a) Utiliser la question 2b pour compléter les commandes Python suivantes afin qu'elles permettent
EXERCICE 9 d’afficher un entier naturel 7 pour lequel u,, — 7 est inférieur ou égal 21074,
- - x _ —-Vn -vn —4
Pour chaque entier naturel 1, on définit la fonction f,, par: Vxe€ [n,+ool, f(x)= f e‘ﬁ dr. Comme u, -n<e , il suffit de trouver n tel que e sl
. Ftude de f " 1 from math import exp, sqrt
’ ne 2 n =0
(a) Montrer que f;, est de classe %" sur [n, +oo| puis déterminer f, (x) pour tout x de [r, +oo[. 3 while exp(sqrt(n)) > 10x*(-4)
Donner le sens de variation de f;,. 4 n = n+l
La fonction /1 : t — e¥! étant continue sur [n,+o0l, la fonction f;, est la primitive de & qui s’annule en 5 print(n)
n.
Ainsi, comme f, = h est continue, f, est de classe €' sur [n, +ool. (b) Le script affiche 'une des trois valeurs n = 55, n = 70 et n = 85. Préciser laquelle en prenant 2,3
comme valeur approchée de In 10.
De plus, on a pour tout x de [n,+o0] : f,/l(x) = h(x) = eV* > 0 donc la fonction fn est strictement Ona: . , ,
croissante sur [72, +ool. e V' <107 = —vn< -4.1n(10) < n> (4.In(10)) = 16.(2.3)% ~ 84.64
D Le script va donc afficher pour 7 la valeur 85.
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4. Onpose v, = u,—n.
(a) Montrer que lim v, =0.
n—-+oo
Comme lim u,=+oo, onapar composition: lim e V¥ =0
n—+oo n—+oo
D’autre part, lim e V=,
n—+oo . L
Donc le théoreme des gendarmes donne avec la question précédente :
lim u,—-n=0so0it lim v,=0.
n—+oo n—+oo

. X
(b) Etablir que, pour tout réel x supérieurouégala—1,ona: v1+x<1+ 3"
Pour tout x > —-1,ona:

X
\/l+x<1+§

x\2 . . .
—1+x< (1 + E] par croissance de la fonction carré sur R,
2
—1l+x<1+x+ I

2
X
Cette derniéere relation étant vraie,onabien: Vx> -1: vV1+x<1+ 3
L. . * T -vn Un
(c) Vérifier ensuiteque:VneN” : e n>e exp —F .
n

Pour tout ne N*,ona:

4 \/W>e exp( 2\/'%)
@e’m“ﬁ}exp(—%)
Vi -5
@M>ﬂ+%
= VmEnz Vit

Vin+tn v
PR /AR il

SN

v
ce qui est vrai d’apres la question précédente avec x = u,, > 0. Ainsi, Vn e N* : e Vin > e"/ﬁexp (——”)

(d) Déduire de 'encadrement obtenuen 2bque: u,—n = eV,
00
On a, d’apres la question 2b :
e Vin L un—nge"‘/ﬁ

ce qui donne avec le résultat de la question précédente :

_ v _
e ﬁexp(—z\/y'ﬁ)gun—nge v
On a alors pour tout ne N :
e ( )<”"_"<1
X
p ovn <
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) . ) Un |
Or, on a vu que hm v, = 0 donc hmoo_g\_f = 0 puis par composition nllrllmexp (—m) =11la

fonction exponentlelle étant continue.

-n _
On en déduit par le théoréme des gendarmes que lim =1, ce qui prouve que u,—n ~ e v,
n—+oo g—Vn +00
- EXERCICE 10 - 1 s
On pose pour tout entier n >0: I, = f x"e ™ dx.
0

1. Calculer I;.

211

—X

2

-1

1
Ona: Ilzf xe ¥ dx =
0 0

1 e
2 27

_ 1
2. Etablir que pour tout entier naturel n,ona: 0< I, < ) puis déterminer la limite de la suite (1) ;en.
n
On commence par encadrer I'intégrande. On a pour tout entier naturel 7 :

0<x<1

=0<e'<e™™ <1 car exp est croisssante
n

carx" >0

1
=0< x"e ™ dx < f x"dx par croisssance de I'intégrale (bornes dans le bon sens)
0

Onadonc: 0< I, <
Jim 1=

1
puis comme hm =0, on a d’apres le théolreme des gendarmes
n+1 —toopn+1

3. (a) Alaide d’'une intégration par parties, établir pour tout entier naturel 7, la relation :

I n+11 1
n+2= - In—
2 2e
! n+2 —x* ve 12 P n+2 —x? n+l . —x?
Ona: I = x""ee™* dx. Lidée estd’écrire: x""“e ™ =x""".xe " .
0

1 P P
On choisit alors : u(x) = x™, v/(x) = (n+ Dx" et v(x) = —Ee"xz, V' (x) = xe ¥

Comme u et v sont de classe € sur [0, 1], onaparIPP:
1 2 1 . ) 1 .
In+2:f x"ee™ dx:f xlxe™ dx = —5% X" ""] f (n+1)x"—
0 0

e n+1
=——+ fx"e"x dx
2 Jo
n+1
2 2

In

n+l I 1
2 " 2
(b) Déterminer lalimite de 11, lorsque n tend vers +oo puis en déduire un équivalent de I,,.

On obtient grace a la question précédente :

Finalement, on abien: I, =

[P LT TN Ly =20ss — I+~
= —_—— = — = — 4 — <= nl, = -
n+2 2 n %26 2 n+2 — 2 %26 n n+2 — 1in e
. . 1
etcomme lim I, =0, onobtient: hm nl,=-
n—+oo e
I 1
On en déduit alors que lim nel, = lim — =1 etdoncque: I, ~ —.
n—+oo n—+oo +00o pe
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Lnv1

4. Pour tout entier naturel 7, on pose: u, = e
. 11
a) Etablirlarelation: u,.; =u,——+-——— puisendéduire que:
(a) n+1 nT 5e n+1)! P q
1 1 &1
vneN, up==-—) —
"2 ZekZ;bk'

SoitneN.Ona:

Lpin+1  Dbnes  Ienin+2
Uns1 = = =
(n+1)! (n+1)! (n+1)!

@n+1)+1 g 1
= lan+1— 5 .
= —-=————= aveclaquestion 3a en prenant n — (2n+1)
(n+1)!
B 2 Lono 1
T o(n+1)! 2e(n+1D)!
_m+Dhpn 1
(n+1)! 2e(n+1)!
_bpn 1
n! 2e(n+1)!
1
=Up—————
2e(n+1)!

ce qui est bien le résultat demandé.
On peut faire apparaitre la différence de deux termes consécutifs de la suite (u,) dans I'expression
précédente. En effet, on a en renommant la variable n en k :

u e = 1 1
T e k- 1!
ce qui donne par sommation entreOet n—1:
n-1 n-1 1 1
U+l — Uk = -
,CZ:O * ,CZ:O 2e (k+1)!
11
Up—Uy=—7T"
" 2e f= (k+ 1)
1 &1
Up = Ug -
2e o k!
1 el 1&1 1 et
Up==———-—) — caruy=hL==-——
"2 2 2e,§1 ! 0T T2 T2
1 1 &1
Up=s—— Y —
2 2ejzk!

(b) Donner, sous forme de somme, 'expression de I,,.; en fonction de n.
On a alors par définition de u,, :
n n &1

I =nlup=—-—) —
2n+1 n 2 2 = K

1
(c) Vérifier que pour toutentier k > 1,ona: i = klpj_1— e puis compléter le script SciLab suivant
e

afin qu'il calcule et affiche la valeur de I,,., pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.
Soit k > 1. Larelation de la question 3a donne avec n=2k—1:

n+l,o 12k, L 1
2 n %2e 2k+1 = 2 2k-1 26_ 2k-1 %2¢
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n+2 =

1 n = int (input (’entrer la valeur de n : ’))
2 I = 1/2 - np.exp(-1)/2
3 for k in range(l,n+1)
4 I = k*xI - 1/(2*np.exp (1))
s print(I)
- EXERCICE 11 - 1 no
On considere lafonction f : t — ——— définiesur|]1, +oo[ et on pose pour toutentiern >2: v, = ) ——.
Fit= ] [etonposep Z ek tn k;zkln(k)

k+1
1. Déterminer les variations de f puis en déduire que pour tout k >2: f(k+1) < f fde< fk.

La fonction f est dérivable sur |1, +oco[ commme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas (¢ >1 = In(¢>0)). Onapourtout £ >1:
In(f)+1

"H=—————=<
PO =~ ngo2

Ainsi la fonction f est strictement décroissante sur |1, +oo[. On a alors pour k > 2 et t € [[k; k+ 1]] :

k<t<k+1
=f(k+1) < f(1) < f(k) pardécroissance de f sur ]1, +oo[
k+1 k+1 k+1

= flk+1)de< fode< f(k)dt parcroissance de I'intégrale (bornes dans le bon sens
k k k

k+1 k+1 k+1
:>f(k+1)f 1dt < f(t)dtéf(k)f 1d¢

k k k

=(f=1 =1

k+1
—fk+1) <f Fde< fo)
k

n n
2. Endéduireque: Vn >2, f fde+fm)<v, gj fyde+ f(2).
2 2
n
Soit n > 2. Pour obtenir l'intégrale j f(t) dt grace a la relation de Chasles, on va sommer les inégalités

précédentes entre k =2 et k = n—1, ce qui donne :
n-1 n-1 pk+l n-1
Y fke+n<Y | fnde< Y fk)
k=2 k=2/k k=2
n n n-1
=Y fO<| fode<y fk
i=3 2 k=2
n n n
=) f)-f@< | fodi< NAGEFIQ)
i=2 k=2
n
ﬂvn—f(Z)éj; f@de<v,—f(m)
Linégalité de gauche donne : v, gf fde+f(2)
2

n
Linégalité de droite donne: v, 2/ fde+ f(n)
2

n n
d’otilerésultat: Vn>2, ff(t)dt+f(n)<vn</ f(nde+f2).
2 2

n 1
3. Calculer fz f(t) dt. En déduire la nature de la série kgz o

On a (dérivée de la forme v/ u)

n B n 1 B " B
fz f@ dt—f2 e dt = [In(n(#)]5 =In(n(n)) —In(In(2))
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n
Onadonc: nliI-P f f(t)dt:nlirll In(In(n)) —In(In(2)) = +oco par composition.
—+00 Jo —+00
n

Comme vy, >f f() dt+ f(n), on a par minoration: lim v,=+oc0 car lim f(n)=0.
2 n—+oo n—+oo

Ainsi,ona: "Ekagz nkT(k) =400, ce quisignifie que la série kgz *In(k)

. Déterminer un équivalent de v, en +oco.
On revient a 'encadrement: Vn > 2,

diverge.

n n
f fdet+f(n) < vy gf fode+f(2)
2 2
ce qui donne avec la valeur de I'intégrale calculée précédemment :

In(In(n)) —In(n(2)) +

! < v, <In(n(n)-In(n(2)) + !
nlnn) = " 2In(2)

v
On conjecture alors que : v, ~ In(In(n)) et on le montre en étudiant la limite du quotient —n

+00 In (In(n))
On transforme I'’encadrement :

—In(In(2)) +

1 1
nin(n) _ _ —ln(ln(2))+21n(2)

< <1+
In (In(n)) In(n(n)) In (In(n))
— —
—0 —0

1+

—In(In(2)) +

1 1
—In(In(2
o . n@+ ooy 2In(2)
Ainsi,ona: lim I+ ———+——= lim 1+ —MM8MMM =
n—+oo In (In(n)) n—+oo In (In(n))

des gendarmes, on en déduit que nliglmm =1 puisque v, = In (In(n)).

=1 donc d’apreés le théoreme
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