ECG2 Algebre 2 - Applications linéaires - Généralités - Un corrigé

- EXERCICE 1 -

0 2
On note ./ (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 et on considére la matrice A = (2 3] .

On note .%, (R) ’ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre 2.

1. Montrer que .% (R) est un sous-espace vectoriel de ./, (R) et en déterminer une base notée %.
Déterminer la dimension de .% (R).

Déterminons une famille génératrice de .%; (R). Soit M = (Z Z) €Mr(R).Ona:

b d c d

a=a

Mey@tM:M@(a c):(a b)(:» b Z
c

d=d

- _f(a b _ (10 01 0 0] _
A1n51,M€y2([R{)<:>M_(b d)c»M_a(O 0)+b(1 0)+d(0 1)—uM1+bM2+dM3.

Donc ¥ = Vect(M;, M, M3) et (My, M>, Ms) est une famille génératrice de % (R).
Cette famille est clairement libre (0 échelonnés) donc c’est une base de .%; (R) et dim(.-% (R)) = 3.

2. Soit A une matrice fixée de .%> (R). On note u application qui a chaque matrice S de . (R), associe la
matrice u(S) = ASA.

(a) Montrer: VSe. % (R), u(S)eAR).
11 s’agit de montrer que si S est symétrique, alors u(S) est aussi symétrique, i.e “u(S) =u(S).Ona:
"u(S)) = '(ASA) ='A'S'A
=ASA car Aet Ssontsymétriques
u(S)
Ainsi, ‘(u(S)) = u(S) donc u(S) € % (R).
(b) Montrer que u est un endomorphisme de .% (R).
Soit (S, T) e A (R) et LeR.On a:
u(S+AT)=AS+AT)A
= A(SA+ATA)
= ASA+ AATA
=ASA+AATA=u(S) + Au(T)

Donc u est une AL de % (R) dans .% (R) car u(S) € % (R) si S € % (R) d’apres la question précédente.
Ainsi, u est un endomorphisme de .%; (R).

1 -1
3. Dans cette question, on suppose que A = (_1 1 )

(a) Déterminer Ker(u). u est-il un automorphisme?

Déterminons Ker(u). Soit S = (Z Z) € % (R) (attention a bien choisir S symétrique). On a:

SeKer(u) < u(S) =0
— ASA=0

e (1 SY)fa b)(1 -1)_,
-1 1J{b dJ\-1 1)~
a-2b+d -a+2b-d -0
—a+2b-d a-2b+d |~

= {a—2b+d:0

<=>{a:2b—d

2b-d b 21 -1 0
s a2 el l]jb3+dD
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Ainsi, Ker(u) = Vect (B, D).

La famille (B, D) engendre Ker(u). De plus elle est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc c’est une
base de Ker(u).

Comme Ker(u) # {0}, on en déduit que u n’est pas injectif donc u n’est pas un automorphisme.

(b) Déterminer le rang de u.
D’aprés la question précédente, on a : dim(Ker(u)) = 2. Le théoréme de rang donne alors avec u €
2L (% R) etdim (% (R)) =3 :

dim(Ker(u)) +rg(u) =dim (% (R)) soit rg(u)=3-2=1

4. Dans cette question, on ne donne pas A mais on suppose que A est inversible.

(a) Déterminer Ker(u) puis en déduire que u est un automorphisme.
Déterminons Ker(u). Soit Se % (R). On a:

SeKer(u) < u(S) =0
— ASA=0
— ATTASAAT = A710A7!  car A7! existe
— S=0

Donc Ker(u) = {0}. Ainsi, u est un endomorphisme injectif. On en déduit que u est bijectif par la carac-
térisation de la bijectivité des endomorphismes. u est donc un automorphisme.

(b) Pour toute matrice S de ., (R) exprimer la matrice u~1(S) en fonction de Setde A~".
On cherche I'expression de 1! en résolvant I'équation u(S) = T pour S€ % (R) et T € % (R). Ona:

u(S) =T < ASA=T
— AT'ASAAT = A7ITAT!
— §=A"'TA™!

Ainsi, u™1(T) = A™' TA™! pour tout T € % (R).

- EXERCICE 2 -
Onnote E=R,[X] et B = 1, X, X% labase canonique de E.
Pour tout polynéome P de F (noté indifféremment P ou P(X)), on considére: a(P)=P—XP', b(P)=P-P'

1. (a) Montrer que a est un endomorphisme de E.
¢ Soient (P,Q) €eE’et1eR.Ona:

a(P+1Q)=(P+AQ) - X(P+AQ)
=P+AQ-XP'-AXQ' parlinéarité de la dérivation
=P-XP +MQ-XQ)
=a(P)+Aa(Q)

donc a est une application linéaire.

» D’autre part, si P € E, P est un polynome de degré inférieur ou égal a 2 donc P’ est de degré inférieur
ou égal a1 et XP' est de degré inférieur ou égal a 2 et enfin a(P) = P— X P’ est un polynéme de degré
inférieur ou égal a 2 donc a(P) € E.

Ainsi, a est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer Im(a) puis en déduire une base de Ker(a).
Notons (Pgy, P1,P>) = (1, X, X?) la base canonique de E.Ona:

Im(a) = Vect(a(Py), a(P1), a(P2))

e a(P)) =Py—XPyj=1-Xx0=1,
e a(P))=P-XP=X-Xx1=0,
e a(Py) =Py~ XPy=X*-X(2X)=-X°
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Ainsi: Im(a) = Vect(1,0, - X?) = Vect(1, - X?) = Vect(Py, —P»). 2. Montrer que f est un endomorphisme.

La famille (P, —P>) est. génératrice de Im(a) et elle est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc c’est Soient M = a b ot N = e f et L€R.Ona: M+AN<=
une base de Im(a) et dim(Im(a)) = 2. c d g h

D’apres le théoréeme durang, ona: dim(R,[X]) = dim(Ker(a))+dim(Im(a)) soit dim(Ker(a)) =3-2=1.

a+le b+Af

c+g d+/,lh),cequ1donne:

Or, on a vu que a(P) = 0 ce qui signifie que P; € Ker(a). FIM+AN) = u+/1€+d+/lhl+ b+/lf+c+]Lg]

Ainsila famille (P;) est une famille libre( non nul) de Ker(a) qui est de dimension 1 donc c’est une base 2

de Ker(a). :a+d1+b+c]+/1e+hl+f+g]
2 2 2

N

(c) Lendomorphisme a est-il bijectif?
Ker(a) # {0} donc a n'est pas injectif donc a n’est pas bijectif. =fM)+Af(N)
2. On admet que b est un endomorphismes de E.

Montrer que b est bijectif et que, pour tout Q de E,ona: b 1(Q) =Q+Q'+Q".

Inutile ici de démontrer que b est bijectif, la preuve de la deuxiéme partie de la question permettant de

donc f est une application linéaire de ./, (R) dans .4, (R) donc f est un endomorphisme de .#>(R).
3. Déterminer une base du noyau de f. f est-elle injective?

déduire la bijectivité (si on n'y pense pas, on peut montrer la bijectivité en montrant que Ker(b) = {0}). Soit M = (z Z) € >[R).Ona:
Posons d ’endomorphisme qui, & tout polynéme Q de E, associe: d(Q) = Q+Q'+Q". On a alors pour tout
polyndéme P de E :

lla+d b+c
M(—:Ker(f)@f(M):O‘:z(b+c a+d)

bod(P)=b(d(P))=b(P+P' +P")

=(P+P' +P")~(P+P +P" _ . a b
cequidonned=—-aetc=-bsoitM=| .

—p+p +p'—p —p'—p" b —-a
=P  carPestdedegré auplus 2 donc P =0 On trouve alors : Ker(f) = Vect(((é 01) ; ( 01 (1)))
De méme : . 1 0 0 1 R . R
La famille 0 -1 ; 10 est génératrice de Ker(f). De plus, elle est libre (2 vecteurs non colinéaires)
— — /
dob(P)=d(b(P) =d (P_ p ) donc c’est une base de Ker(f).
=(P-P)+(P-P)+(P-P) Enfin, : Ker(f) # {0} donc f n’est pas injective.
=P-P'+P' -P'+pP"-pP" 4. En déduire le rang de f puis une base de 'image de f.
=p car P est de degré au plus 2 donc P =0 On obtient en appliquant le théoreme durang: rg(f) =2.
D’apres la premiere question, f(I) = I et f(J) = J sont deux matrices de I'image de f (par définition). Ainsi,
Ainsi,ona: bod=dob=id donc b est bijectif et b l=d. (1, )) forme une famille libre (2 vecteurs non colinéaires) de deux matrices de Im(f) qui est de dimension 2
3. On consideére a présent 'application f définie par: f=boa—aob. donc c’est une base de Im(f).
Montrer: YPe€E, f(P)=P' puisen déduire que f3 =0.
Pour tout P de E,on a: - EXERCICE 4 -
E désigne un espace vectoriel sur R, rapporté a une base 4 = (e, e, e3).
f(P)=(boa—aob)(P)=Db(a(P))—a(b(P)) Pour tout réel a, on considere 'endomorphisme f, de E défini par :
=b(P-XP")-a(P-P 0
=(P—XP,)—(P—XP’)’—((P—P,)—X(P—P,),) fa(eZ)— et fa(el)—fa(e3)—ael+32_ae3
=P-XP'-P'+(XP) - (P-P)+X(P'-P" 1. Déterminer une base de Im f,).
=P-XP' -P' +P' +XP"-P+P +XP' -XP" Comme & = (e), e, e3) est une base de E,on a:
_p_ ! _ pl / "_ / ’_ 7
_P’ XP -P +P +XP'-P+P +XP -XP Im(fa)=Vect(fu(e1), fales), fales)
=P =Vect(ae; + e — aes, 0, ae; + e; — aes)
Onabien: VP€E, f(P)=P'. =Vect(ae; + e, — ae3)

La famille (ae; + e — ae3) engendre Im(f,) et forme une famille libre (un seul vecteur non nul) donc c’est
une base de Im(f,) etrg(fs) =1.

fs(P) = f(f(f(P))) = f(f(P’)) = f(PN) =p" = 0 car P est de degré au plus 2 2. Montrer qu’une base de Ker (fa) est (er, e; —e3).

Comme % = (e;, ez, e3) et une base de E, ona dim(E) =3 donc d’apres le théoréme durang, ona:

Pour tout P de E, on a alors:

Ainsi, f3 =0
dim (Ker (fz)) +18(fz) = dim(E) soit dim(Ker(f;))=3-1=2
- EXERCIC I"s 0 0 1
Soient | :TO 1) et /= (1 0) matricesde ./, (R). Onnote f Iapplication: f: /LR — Mo (R) . De plus :
(a b) _ a+d1+w] falez) =0 donc e; € Ker(f,).
c d 2 2 faler—e3) = faler) — fales) =0 donc e; — e3 € Ker(fy).

1. Calculer f(I) et f(J). La famille (e, e; — e3) est une famille libre (deux vecteurs non colinéaires) de Ker(f,) qui est de dimension

On trouve f(I) =1 et f(J) = J. D 2 donc c’est une base de Ker(f,).
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- EXERCICE 5 -
On considere les applications: f: /R — MR et g: MR — AR .
M - M-'M M — M+'M
1. Montrer que f et g sont des endomorphismes de ./ (R).
Soit (M, N) € 4, (R)? et L€R.Ona:
f(M+AN) = (M+AN) - ‘(M +AN)
=(M+AN)-'M-A'N
=(M~-"M)+AN-"'N)
=f(M)+Af(N)
donc f est une application linéaire de .4, (R) dans .#, (R) donc c’est un endomorphisme de .4, (R).
De méme pour g.
2. Calculer f(I). f est-il un automorphisme ? Déterminer rg(f).
Ona: f(I)=1I-"'I=0donc I €Ker(f).
Remarque : Attention, cela ne signifie pas que Ker(f) = Vect(I).
Ainsi, Ker(f) # {0} donc f n'est pas injectif donc f n’est pas automorphisme.

3. Déterminer une base de Im(f) puis en déduire dim(Ker(f)).
En notant (M;, M, M3, M) la base canonique de .#»(R), ona:
Im(f) = Vect(f (M), f (My), f (M3), f(M,))
= Vect(0, M, — M3, M3 — M>,0)
=Vect(M, — M3) car M3— M, = —(M, — M3)

Ainsi, la famille (M, — M3) engendre Im(f) et elle est libre car M, — M3 # 0 donc c’est une base de Im(f).
Ainsi, rg(f) = 1 et d’apres le théoreme du rang, ona:

dim(Ker(f)) +rg(f) =dim (4> (R)) soit dim(Ker(f))=4-1=3
Ne connaissant pas Ker(f), on ne peut pa obtenir le rang avec le téoreme du rang.
4. Montrer que f2=2f,que g’ =2getque fog=go f=0.
Soit M € 4> (R).On a:
F2M) = f(f (M) = fF(M—="M) = (M-"M) - (M-"M)=M-"M-"M+M=2(M-"M) =2f(M)
Ainsi, f2=2f.
De méme, on a g2 =2g.
Enfin,ona:
fogM)=f(gM)=f(M+'M)=M+'M)-'M+'M)=M+'M-'"M-M=0
Ainsi, fog=0.
De méme,ona gof=0.
5. En déduire que (f + g)2 =4id. Lendomorphisme (f + g) est-il un automorphisme?
On a (attention les endomorphismes ne commutent pas forcément) :
(F+g =(f+go(f+g =fof+fog+gof+gog=[>+0+0+g*=2f+2g=2(f+g)
Or, on a pour toute matrice M : (f +g)(M) =M "M+ M+'M=2M donc f+ g =2id.
Ainsi, (f + g2 =2(f + g) = 4id.

Comme (f +g)? =4id,ona: (f+g)o (1/4(f+g) = id donc'endomorphisme (f + g) est un automor-

phisme et (f+g) ! = (1/4(f + g).

- EXERCICE 6 -

On note E I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et on rappelle que la

famille (e, e1, e;) est une base de E, les fonctions ey, e; e, étant définies par :
VIER ey(t)=1 e(t)=t ey(t) =12
On considere I'application ¢ qui, a toute fonction P de E, associe la fonction, notée ¢(P), définie par :

1
VxeR (<p(P))(x):f P(x+1dr
-5/10- 0 |:|

1. Montrer que ¢ est linéaire.

Soient P et Q deux élémentsde Eet A R.Ona:

1 1 1 1
(p(P+)1Q)(x):f P+AQ)(x+ t)dt:f (P(x+ 1) +AQ(x+ t))dt:f P(x+ t)dt+/1f Q(x+1t)dt
0 0 i 0
Ainsi, p(P+AQ) = ¢(P) + A¢(Q) donc ¢ est linéaire.

. Déterminer (¢(eo)) (x), (¢(e1)) (x) et (¢(e2)) (x) en fonction de x, puis écrire ¢(ep), @(e1) et ¢(e;) comme

combinaison linéaire de ey, e; et e,.

1 1
. w(eo)(x):f eo(x+t)dt=f 1dt=1=¢y(x).
0 0

1 1 1 1
. (p(el)(x):f el(x+t)dt:f (x+ t)dt:f xdt+f tdt = [xt]1+
0 0 0 0 0

1
—L:x+§:§eo(x)+el (x).

371

1 1 1 ¢ 1
. w(eg)(x):f eg(x+t)dt:f (x+ t)zdt:f X 42xt+ P de= x2.t+xt2+§ :x2+x+§:e2(x)+
0 0 0

0
e (x)+ Eeo (x).

1 1
Ainsi: ¢ (eg) = ep, ¢ (e1) = §e0+ ejet(e) = geo +e+e.

. Déduire des questions précédentes que ¢ est un endomorphisme de E.

@ est une AL. Il s’agit de montrer que si P € E, alors ¢(P) € E.
Soit P = aey + fe; + yep un polyndme de E. On a par linéarité de ¢ : ¢(P) = ap(eo) + fp(e1) +ye(ez).
Or, d’apres la question précédente : ¢ (ep) € E, ¢ (e1) € E et ¢ (e2) € Edonc ¢ (P) € E.

. Déterminer une base de I'image de ¢ puis en déduire que c’est un automorphisme de E.

e Méthode 1: Lafamille (eg, e1, e») est une base de E. On a donc
Im(¢p) = Vect (¢ (e0), ¢ (e1), ¢ (€2))
1 1 N -
=Vect (eo, 560 + e, geo +e1+ 82) d’apres les calculs précédents

1 1 2
=Vect|l, -+, - +1t+¢t
2 3

1 1
Or, la famille (fy, fi, f2) = (1, 3 +t, 3 +1+ t2) est libre comme famille de polynomes de degrés échelon-

nés. Comme elle engendre Im(¢), la famille (fo, f1, f2) est une base de Im(¢p).

Ainsi, on a : r1g(¢) = 3 = dim(E) donc ¢ est surjective. Comme ¢ est un endomorphisme de E, on en
déduit que ¢ est bijective (caractérisation de la bijectivité des endomorphismes) donc que c’est un auto-
morphisme.

e Méthode 2 : Lafamille (eg, e;, e») est une base de E. On a donc

Im(¢p) = Vect (¢ (eo) , ¢ (e1) , ¢ (e2))

1 1

=Vect| ey, —eg+e;, —eg+e +em d’apres les calculs précédents
~~ 2 3

fo

f f2

1
=Vect|ey, e ,—-ey+e+e
N~~~ 3

fi-112fy

= Vect| ey, e, e
~—

fi—1/2ep—e;
=Vect (ey, €1, e2) = E
Ainsi, Im(¢) = E donc ¢ est surjective. Comme ¢ est un endomorphisme de E, on en déduit que ¢ est

bijective (caractérisation de la bijectivité des endomorphismes) donc que c’est un automorphisme.
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- EXERCICE 7 -

On consideére application: f: R3[X] —

1.

Rs [X]

P - QX)=PX+1)-PX)
Montrer que | est un endomorphisme de R3 [X].
Ona:

f(P+AR) =(P+AR)(X+1)-(P+AR)(X)
=P(X+1+ARX+1)-P(X)-ARX)
=P(X+1)-PX)+AMR(X+1)-R(X))
=fP)+Af(R)

donc f est une application linéaire de R3 [X] dans R3 [X] donc f est un endomorphisme de R3 [X].

. Déterminer une base de I'image de f.

Notons (Py, P1,P,,P3) =(1,X, X?, X% labase canonique de R3[X],ona:

Im(f) = Vect(f(Po), f(P1), f (P2), f (P3))
=Vect(0,1,2X +1,3X* +3X +1)
=Vect (Py,2P, + 3P, +3P; + Py)

apres calculs (cf ci-dessous pour f(P3)

car f(P3) = (X + 13 -x3=x3+3X%>+3X+1-X3=3X?+3X+1etde méme pour les autres.

On en déduit que : Im(f) = Vect (Py,2P; + Py,3P2 + 3Py + Py).

La famille (Py, 2Py + Py, 3P2 + 3P + Py) est donc génératrice de Im(f). Elle est libre car les polynomes sont
de degrés échelonnés (ou le vérifier a la main). Donc c’est une base de Im(f) et rg(f) = 3.

. En déduire la dimension de ker(f) puis en déterminer une base.

D’apreés le théoréme durang, ona:
dim(Rs3 [X]) = dim(Ker(f)) +rg(f)

donc dim(Ker(f)) =4-3=1.
Or d’apres la question 2, f(Py) = 0 donc le polynome Py appartient a Ker(f). Donc la famille (Py) est une
famille libre constituée d’'un vecteur dans Ker(f) qui est de dimension 1. Donc c’est une base de Ker(f).

- EXERCICE 8 -

Montrer que les applications suivantes sont des isomorphismes.

Je vous laisse le soin de vérifier que les applications sont linéaires.

Dans chaque cas, il s’agit de montrer que f est injective puis de conclure avec la caractérisation de la bijectivité
lorsque dim(E) = dim(F).

1.

On trouve facilement : Ker(f) = {0} donc f est injective.
Comme f est un endomorphisme, on en déduit que f est bijective. Donc f est un automorphisme.

. En écrivant P(X) = aX?+bX +c,ona: PeKer(f) < P+P' =0 < ... = P=0.

Donc Ker(f) = {0} donc f est injective.
Comme f est un endomorphisme, on en déduit que f est bijective. Donc f est un automorphisme.

. On trouve facilement : Ker(f) = {0} donc f est injective. Comme [ est un endomorphisme, on en déduit

que f est bijective. Donc f est un automorphisme.

. En écrivant P(X) = aX?>+bX +c,ona:

PeXKer(f) < (c,2a+b,2a) =(0,0,0) < (a,b,c) =(0,0,0) < P=0.

Donc Ker(f) = {0} donc f est injective.

Comme f est une application linéaire avec dim(R; [X]) = dim(R®) = 3, on en déduit que f est bijective.
Donc f est un isomorphisme.

- EXERCICE 9 - 1 1 -1
On considére lamatriceB=| 0 2 0 |.
-1 1 1

-7/10- D

1.

(a) Calculer B? puis en déduire, en raisonnant par Pabsurde, que B n’est pas inversible.
On obtient apres calculs : B? = 2B.
Supposons B inversible. On a donc :

B?=2B < B?B™'=2BB”! < B=2]

Ce qui est absurde car B # 21 donc B n’est pas inversible.
(b) Déterminer une base de Ker(B) puis retrouver le résultat précédent.

X
Soit X = |y | € A3, (R).
z
zZ=X x 1
XEKer(B)@BX:O@...@{ — X=|0|=x]|0
y=0 X 1
1
Donc Ker(B) = Vect| | 0 | |. Comme Ker(B) # {0}, la matrice B n’est pas inversible.
1

(a) Déterminer rg(B —21]) puis en déduire la dimension du noyau de la matrice (B - 21).
Le rang d’'une matrice est le rang de ses colonnes. On a donc

-1 1 -1
rg(B-20)=rg 0 0 O
-1 1 -1

=1g(Cy, G, C3)
=1g(C;) carCy=-CietC3=C
=1 car C; #0donclibre

Ainsi, rg(B-21) =1.
On a alors d’apres le théoreme du rang :

rg(B—20) +dim(Ker(B—1)) =3 donc dim(Ker(B—-1))=3-1=2

(b) Déterminer une base de Ker(B —21).
X

Soit X = (y) € M3, (R).
z

z 0

1 0 1 0
Donc Ker(B —21I) = Vect ( (1) , (1) ) . La famille ((1) ) (1)) étant libre (2 vecteurs non colinéaires), elle
0

1 0 1
constitue donc une base de Ker(B — I)).

—

X 1 0
XeKer(B-2]) < B-2D)X=0 <= ... = {y:x+z — X:(x+z):x(l)+z(1)

-8/10-



Pour aller plus loin...

- EXERCICE 10 -
Pour toute matrice A € ./, (R), on considére I'application ¢ 4 qui a toute matrice M € .#,(R) associe le pro-
duit AM.

1. Montrer que ¢ 4 est un endomorphisme de .4, (R).

« Soient (M, N) € 4,(R)? et L€ R.
@AM+ AN) = A(M +AN) = AM + AAN = @ 4(M) + A 4(N)

Ainsi, ¢ 4 est une application linéaire.
e De plus, VM € 4> (R), p o(M) = AM € ., (R) par produit de matrices de 4> (R).
Ainsi, ¢ 4 est un endomorphisme de .4 (R).
. Montrer que si 'endomorphisme ¢ 4 est bijectif, alors il existe une unique matrice N € .4, (R) telle que
AN = I, ou1 I, désigne la matrice identité d’ordre 2.
Comme AN =1 <> @4(N) =1, il s’agit de trouver un antécédent de I par ¢ 4.
Or, si 'endomorphisme ¢ 4 est bijectif, alors tout élément de I'espace d’arrivée .4, (R) admet un unique
antécédent par ¢. En particulier la matrice identité admet un unique antécédent par ¢.
Ainsi, il existe une unique matrice N € .4, (R) telle que AN = I,.

. Montrer que ¢ 4 est un automorphisme de .#, (R) si et seulement si la matrice A est inversible.

¢ Supposons que ¢ 4 est un automorphisme de .4 (R).
Alors ¢4 est bijectif donc, d’apres la question précédente, il existe une unique matrice N € /- (R) telle
que AN = I, ce qui prouve que la matrice A est inversible.

¢ Supposons que A est inversible.
Déterminons Ker (¢ 4). Soit M € 4, (R). On a, avec A inversible :

MeKer(pa) <= @pa(M)=0 < AM=0 < ATAM=A"10 <= M=0

Donc Ker(g 4) = {0} donc ¢4 est injectif.
Comme ¢ 4 est un endomorphisme, on en déduit que ¢ 4 est bijectif ((caractérisation de la bijectivité des
endomorphismes).

Finalement, ¢ 4 est un automorphisme de .45 (R) si et seulement si la matrice A est inversible.

- EXERCICE 11 -
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que Ker (f) c Ker () et que Im (f2) < Im (f).
* Rappel : Pour montrer une inclusion entre deux ensembles (F c G par exemple), on doit montrer que si
x appartient a F, alors x appartient aussi a G.

e Ona:
xeKer(f) = f(x)=0 = f(f(x) =f(0) = fz(x):o S xeKer(fz)
donc Ker(f) c Ker(fz).
e Ona:

erm(fz) B x:fz(y) (avec ye E) = x= f(f(y)) = x=f(2) (avec z= f(y) € E) = xeIm(f)

donc Im(fz) cIm(f).
2. Démontrer I'équivalence suivante : Ker (f) = Ker (%) < Im(f) n Ker(f) = {0}.
On montre les deux implications.
* Supposons Ker (f) = Ker (f?).
Il s'agit de montrer que si x € Im(f) n Ker(f), alors x = 0.
Soit x € Im (f) n Ker(f). [l:l]
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Comme x € Ker(f),ona: f(x)=0etcomme xe€Im(f),ona: x= f(y) avec y € E.
Onaalors: f2(y)=f(f(»)) = f(x)=0donc ye Ker[fz).

Or, Ker (f) = Ker (f?) donc y € Ker (f) et par conséquent f(y) = 0 soit x = 0.

Ainsi, Ker (f) = Ker (f%) = Im(f) n Ker(f) = {0}.

Supposons Im (f) n Ker (f) = {0}.

Comme on avu en Q1 que Ker(f) Ker(fZ), il reste a montrer que Ker(fz) c Ker(f).
Soit x € Ker(fz). Ona: fz(x) =0 soit f(f(x)) =0 ce qui prouve que f(x) € Ker(f).
Or, f(x) € Im(f) (c’est'image de x) donc f(x) € Im (f) n Ker(f).

Donc par hypothése, on obtient f(x) = 0 soit x € Ker(f).

Ainsi, Im (f) n Ker (f) = {0} = Ker (f) = Ker (£?).

Finalement : Ker (f) = Ker (f?) <= Im(f) n Ker(f) = {0}.
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