ECG2 Analyse 4 - Intégrales impropres - Un corrigé

- EXERCICE 1 -
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et le cas échéant calculer leur valeur.

0

t t
1. t— ——— est continue sur [—oo, 0 doncf ——— dt impropre en —co.
(1+12)2 oo (1+12)2
!

u
On connait une primitive (fonction presque de la forme —). Soit A< 0.
u

0t 1
——dt=
fA 1+ 12)2

1
—_—— df converge et vaut ——.
21+ %) 2
X

0 1 1 0 t
=t ST A AT 2 doncf REwSY
4 2 2(1+A%) A—tco 2 oo (14 12)

2 +oo 2
est continue sur [0, +oo doncf xe * dx impropre en +oo.
0
On connait une primitive (fonction presque de la forme u'e"). Soit A > 0.

21A 2
A ) e—A 1 1 +0o 2 1
xe ™ dx= =———+- — - donc xe " dx converge et vaut >
0 0
X

2. x—xe

—X

2

2 24102

0
2 too 2
est continue sur R donc f xe~ ™ dx impropre en —oo et en +oo.

0
+o0o

3. x—xe~

X

+00
2. . _x? . —x?
Or, x — xe™" estimpaire doncf xe ™ dx converge sm[ xe” ™ dx converge.
0

—o0
+00o

+oo ) —+2 . .
Or f xe~™ dx converge (calcul précédent). Donc xe™* dx converge et vaut 0 par imparité.
0 —00
1 1 +00
4, t— 3 = e~ "® et continue sur [2, +o0o[ doncf 3 dt impropre en +oo.
2

Soit A > 2.

A 1 A A
f—dt:f S"tdt:f e @ dr=
b 3¢ 2 2

—2In(3)

In@3)
+00

5. x— xe " est continue sur [0, +oo[ donc f xe *dx impropre en +oco.
0
Soit A> 0. Par IPP avec u: x — x et v: x— —e* fonctions de classe € sur [0, A] :

eftln(3)

In(3)

A —
e 2In(3)

, Aetoo In(3)

+00 1
donc f — dt converge et vaut
2 3!

A A
f xe *dx= [—xe”‘]:+f e ¥dx=[-xe ¥ +[-e ) =-Ae A ~eA+1 — 1 parCCetsomme
0 0 A—+00

+o00
Donc f xe " dx converge et vaut 1.
0

+00

est continue sur [2, +oo[ donc f dt impropre en +oo.

0 ;(ln(t))Z

. e . u .
On connait une primitive (fonction de la forme —2). Soit A> 0.
u

S |
fz t(ln(t))zdt_

+00 1 1
Donc f ——— dt converge et vaut ——.
> t(n(p)? In(2)

= )2

1

“In(n)

A 1 1 1
S L

5, In(A) In(2) A—+c In(2)

- EXERCICE 2 -
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes.

1. t—

21 est continue sur [0, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo.

On ne connait pas de primitive donc TCIFP.

1 1
¢ Auvoisinage de +oo,ona: ——— ~ — par quotient.
& 2t2+1+o<>2t2p q |:|
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+oo 1 +oo
¢ De plus, f —dt=— f — dt converge (intégrale de Riemann avec a =2 > 1).
1 22 20 2
1 1
e Enfin, Vte[l, +oo[, ——— >0et —; > 0.
[ L7052

+oo
Donc, d’apres le TCIFP par équivalent, I'intégrale j d¢ converge.
1

212 +1

EE |
De plus, I'intégrale f 771 dt converge (fonction continue sur [0, 1]
0

+00
Donc, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f d¢ converge.
0

212 +1

1
. x—In (1 + —2) dx est continue sur [1, +oo[ donc 'intégrale est impropre en +oo.
X

eIn|l+ ! ! ! 0
n F +’;‘Q ? car F .
+00
* De plus, f = dx converge (intégrale de Riemann avec @ =2 > 1).
1
1 1
e In 1+—2 >Oet—2>0
X x
+00 1
Donc, d’apres le TCIFP par équivalent, I'intégrale f In (1 + ?) dx converge.
1

est continue sur [2, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo.

1
- <=
Blne B

t—
31n(r)

e Onapourt>3: car pour tout £ > 3, In(¢) > 1.

+00 1
¢ De plus, f F df converge (intégrale de Riemann avec a =3 > 1).
3

1
. >0et— >0pour ¢ > 3.
Bin() ~ Bs=0P -
+00 1
Donc, d’apres le TCIFP par inégalité, I'intégrale f pEy d¢ converge.
3
I |
De plus, I'intégrale f ——— dt converge (fonction continue sur (2, 3]
> 3In(1)

+00 1
Donc, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f ———— dt converge.
> 2In(n)

—

est continue sur [2, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo.

In(?) 1
* Onapourt>3: — > — carpourtout >3, In(?) > 1.

Vi Vi

+00 1
¢ De plus, f \7 dt diverge (intégrale de Riemann avec a = 1/2 < 1).
3 t

1
. —>Oet\ﬁ>0pourt>3.

Vit

N e *o°In(1) . e *In(1) .
Donc, d’apres le TCIFP par inégalité, I'intégrale 7 d¢ diverge donc I'intégrale 7 dt diverge.
3 2

xX— T() dx est continue (dénominateur non nul car e* +In(x) > e* > 0 sur [1, +oo[) donc I'intégrale
e’ +1In(x
+00

pen dx est impropre en +oco.
1 e“+In(x

1 1 1
* Ona: e*+In(x) ~ e* carIn(x) = o(e*) donc par quotient: ——— ~ — soit ——— ~ e~
+00 e’ +1In(x) +oo e* e* +1In(x) +oo
+00 A A
* Or, l’intégralef e~* dx converge car f e “dx=[-e"]
1 1

1 -1
1 .

=—ete! — e
A—+oo0
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1
e e *>0et ————— >0sur[l, +oof
e +1n(x)

+00 1
Donc d’apres le TCIFP, on en déduit que I'intégrale f ————— dx converge.
1 e’ +1n(x)

+00
— 2 . . s —_ 2 .
6. u— ufe ™ est continue sur ]—00, +oo[ donc l'1ntegralef uke™™ du est impropre en —oo et en +oo.

—00

. —_ 2 . . . . . . . .
Or, la fonction u— ufe™™ est paire si k est pair et elle est impaire si k est impair.
+00

+00
. 2 — 2 . . . z —_ 2
Dans les deux cas, I'intégrale f uFe™" du converge si et seulement si'intégrale f uFe " duconverge.
0

—00

+00 2
Etude def u*e™* duimpropre en +oco.
0

k ,—u?
2k

—1y2 —12 . . —12
e Ona: wlule ™ = y*+2e7 —, 0par CC. Ainsi, en remarquant que u“u“e™" =
u—+oo

on obtient

2 u?’
k,—u
u-e . 9 1
— 0, cest-a-dire: ufe ™ =o[—=|.
1/u2 u—+oo uz

que:
+00 1
¢ De plus, f — dx converge (intégrale de Riemann avec & =2 > 1).
1 u
2 1
o uk*2em1® > et — >0,
u

+00
Donc, d’aprés le TCIFP par négligeabilité, I'intégrale f uke™ du converge.
1
1

2
De plus, I'intégrale f u*e " du converge car la fonction est continue sur [0, 1].
0

+00
2
Donc, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f uFe ™ du converge.
0

Ainsi, on a par parité :
2 +00 k- 2 +00 k- 2
est paire donc l’1ntégralef u*e™ du converge et vaut2f u‘e™ du.
0

—00

* Si k pair, u— uke ¥
P +00
u

2 . . ye 2 —u?
est impaire donc l'intégrale / uFe " du converge et vaut 0.
—00

e Si k impair, u — ke~
- EXERCICE 3 - Inx
On définit sur R} la fonction . par: h(x) = PP

1. Etudier le signe de la fonction h.
Pour tout x >0, 1 + x> > 0 donc h est du signe de In x.
Donc pour x €]0; 1], h(x) <0 et pour x € [1;+o0[, h(x) > 0.

*®lnx
2. Montrer que I'intégrale f —5 dx est convergente et déterminer sa valeur.
1 X

. Inx X e t®Inx .
¢ Lafonction x — —, est continue sur [1;+o00[ donc l'intégrale — dx est impropre en +oco.
X 1 X

1
* On pose A€ [1;+o0[. Par intégration par parties avec u: x — In(x) et v : x — ——, fonctions de classe &!
X
sur [1, Al,ona:

Alnx Inx]4 (41 InA 1
— =|[—— + —de:————+1
X x | 1 X A A
. Alnx . InA 1
e Donc lim —dx= lim ———-—+1=1.
A—+00J1 x2 A—+oco A A

e o0 Inx o0 Inx
* Lintégrale —, dx est convergente et —dx=1.
1 X 1 X
+00
3. En déduire que I'intégrale f h(x) dx est convergente.
1

+00
La fonction & est continue sur [1; +oo[ donc I'intégrale f h(x) dx est imprme en +oo.
1
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.. . Inx
* On a, au voisinage de +oo: 1+x% ~ x* donc par quotient: h(x) ~ —-.
+00 +oo x2

+0o ln
* D’apres la question précédente, I'intégrale f —5 dx est convergente
1 X
¢ Les fonctions sont continues et positives sur [1; +oo[

+00
donc par TCIFP, I'intégrale f h(x) dx est convergente.
1

- EXERCICE 4 - ot
On considére 'application f : R — R définie, pour tout t de R, par: f(¢) = Tt
1. (a) Vérifier que la fonction f est paire.
Pourtout reR,ona:
et et el el*Z[ 67[
f=n= = = = = 5 =f(0)

(1+e)?  (eflet+1)° e2(et+1)> (1+e)® (1+e)

donc la fonction f est paire.

+0oo
(b) Montrer que I'intégrale f f(t) dt converge et donner sa valeur.
T +00 +00
La fonction f étant paire, I'intégrale / f(#) dt converge ssil'intégrale f f(t) dt converge.
- 0
Cette derniére intégrale est impropre e§+oo. Pour A>0,ona:
A A -t A
e 1 1 1 1
Hdt= dr= = - - 1-===
fo F fo (1+e7%)?2 1+e7 ]y 1+e 4 24A—+0 2
+00 1
Donc l'intégrale f f(#) dt converge et vaut >
0 +o0 +o0 +o0o
On en déduit par parité que f f(t) dt converge et que f fde= 2[ fde=1.
- - 0
+00 ® ®
2. (a) Montrer que I'intégrale f te”" dt converge et donner sa valeur.
0

+00

t— te~! est continue sur [0, +oco[ donc f te tdt impropre en +oco.
0

Soit A>0.ParIPPavec u:t— retv:t— —e ' fonctions de classe € sur [0, A] :

A—+o0

A —t 3. _ - A A —t 3. _ - A -4 _ A _-A
te’tdr=[-te”! |+ | etdr=[-te7']j+[-e'];=—Ae"~-e"+1 — 1 parCCetsomme
0 0

+00o
Donc f te~"dt converge et vaut 1.
0

+00

(b) En déduire que I'intégrale f tf(t) dt converge.
0
te”! ¢
e Ona: tf(l’)—m:;ote
+00
¢ De plus, I'intégrale f te”" dt converge d’aprés la question précédente.
0
e D’autre part, tf(t) >0 et te ' >0sur R}

+00
Ainsi, d’apres le TCIFP par équivalent, I'intégrale f tf(¢) dt converge.
0

+00

En déduire que 'intégrale f tf(t) dt converge et donner sa valeur.

o0

-

(c

. .. R — R
Comme f est paire, la fonction to— tf (D)
+00o
Comme l'intégrale f tf(t) dt converge, on en déduit par imparité que l'intégrale f
0
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est impaire.

0
tf(t) de



+00
converge aussi et vaut — f tf(r) dt.
0

+00

Donc d’apres la relation de Chasles, f tf(r)de=0.

—00

- EXERCICE 5 -
On considére un entier naturel n.

1. (a) Justifier qu'au voisinage de +oco,on a:

(In(e)" ( 1 ]
: =0 .

3 2
Ona: ()"
n
unti))” In(£)"
lim tlj = lim (In(5) =0 parC.C
t—+o00 =z t—+o00 t
.. (n(@)" 1
Ainsi, 3 +—Ooo(§).
. s *+o (In(1))"”
(b) En déduire la convergence de l'intégrale [, = f 3 dt.
1

* Onavuque:

(In(e)" 1
B o \22)
+00
¢ De plus, f z df converge (intégrale de Riemann avec & =2 > 1).
1

* Les fonctions sont continues et positives sur [1, +ool.
o (In())"
3

Donc, d’apres le TCIFP par négligeabilité, I'intégrale f dt converge.

1
2. (a) Calculer I.
+00 1 1
Ona: Iy :f s dt quiestimpropre en +oco car t — e est continue sur [1, +oo[. Soit A>1.0Ona:
1

Al A t—Z
f_sdt:f t‘3dt=[—
1t 1 -2

4ar

1
1 -2 A—+o02

1
Donc Ip = —.
2

1
® n+

=

Montrerque VneN I, = 1.

A (ln(l»))rHl

A
T—dt :f (In(e)™ ¢ 3dr
t 1

Soit n € N. On va faire une IPP entre 1 et A > 1 sur l'intégrale f
1
puis passer a la limite lorsque A — +oo.
-2

et vite— pry sont de classe €' sur [1, A] donc par IPP, on a, avec

Les fonctions u: t — (In(?))

1
W)=+ 1)(ln(t))"; et/ (H)=173:

A A 12
1—[] (n+1)(In(2) ;_—Zdt

_(n(A)™  n+1 fA (n()"
1

A n+1
f (IHL (In()" 1 —
1

t—2
3 -2

A
dtzf (n())™'t3de =
1

+ dt
—2A2 2 3

donc

A n+1 n+l A n A n
limf %dt: i et n+1f ()" _n+l limf (n(@)"
A—+oo Jq t 1 2 A—+oo )y

A-too —2A2 A—+oo 2 3 13
N— ———
=opar C.C
. . n+1
soit, par convergence des intégrales: I, = 1.

2
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n!
on+l’

(c) Endéduire:VneN, I, =

Par récurrence :Vn e N, on note #(n) : I, = W

1 0
o Ip= 3 = o donc 22(0) vraie.

n!
¢ Soit n € N. On suppose & (n) vraie, i.e I, = ST On a alors avec la question précédente :

_n+1 _n+1 n! _(n+1)!
I”+1_TI"_ 2 ontl T on+2

donc 2 (n+1) vraie

- EXERCICE 6 -

Soit a € R}. Pour tout n € N, on pose: u, (&) = —
I (a+k)
k=0

1. Montrer que I'intégrale I, (o) converge et déterminer sa valeur.
La fonction ¢t — e~ *' est continue sur [0, +oo[ donc l'intégrale est impropre en +oo. Soit A>0, ona:

A —-at
_ e
f e ’”dt:[
0 -

+00

+00 1
donc/ e~ *' dt converge etf e dr=—.
0 o a

n +00 N
et In(a):f e (1-e")"dr.
o

A 1

_l _ ,—aA ., -
O_a(l ¢ )A—>+ool]€

2. En déduire la nature de I'intégrale I, (a) pour tout n € N.
La fonction ¢ — e~ ¢ (1 - e"’)" est continue sur [0, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo.

» Comme lim (1-e')"=1,0ona: e (1-e")" ~e™".
t—+o0

+00
* Or f e~ %' dt converge d’apres la question précédente.
0

* Les fonctions sont continues et positives sur [0, +ool.
Donc d’apres le TCIFP, I, (a) converge également.
3. Soit xe R} et ne N*.

X
Intégrer par parties f e (1-et )" dt puis en déduire une relation simple entre I, (@) et I,,_; (a + 1).
0
u=(1-€e"" W=net(1-e?)""
Soit n € N*. On pose : 1

/ at

vV =e" at

v=——e"
a

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0, x], donc on a par intégration par parties :
— —n\n [ —nnlt AL r— —ryn-1
e (1-e") ' dr=|-=e*(1-e)"| - | —e e (1-e")" dz
0 a 0 0o a
X

__l —ax(q_ ,—x\ 2[ —(a+1)t (y _ ,—t\—1
=-_¢ (1e)+a0e (1-e 9" dr

Les intégrales en jeu étant convergentes en +oo, on peut passer a la limite quand x — +o0, ce qui donne :

X

_ _ . 1 _ _ . n(* _ n—
lim e (1-e []n dt= lim ——e *(1-¢™%)"+ lim — | e @V (1-¢ ')" Ve
x—+00 Jo x—+oo x—+oo @ Jo

=0 par produit
soit
Tt —n\n L B —ryn-1
f e (1-e7) dt:—f e i 1-e " dr
0 aJo

n
On obtient donc pour tout € N* : I, (@) = EI"_I (@+1)

4. En déduire, en raisonnant par récurrence, que: VneN, I, (a) = u,(a)
Montrons que la proposition 2 (n) : I, (a) = u, (@), Ya > 0 est vraie pour tout n € N.
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=up (a)

|~

e Pourn=0,ona: Ij(a)=

* Soit n € N*. Supposons que & (n — 1) est vraie. On a alors :

n n
In(@)=—I(a+1)=—up1(a+1)
a a

n (n-1)! n!

a n-1 - on
Ma+1+k) all(a+k)
k=0 k=1

!

n!
= =un(@)
[T (a+k)
k=0
Ainsi, Z2(n) est vraie.
- EXERCICE 7 -
Soit f la fonction définie sur [2; +oo[ par: f(1) = m

+00
1. Montrer que I'intégrale f f(#) dt converge et déterminer sa somme.
2 +00 1
t— ——— est continue sur [2, +oo[ donc f ———— dt impropre en +oo.
t(n()? o t(n(£)?
!

u
On connait une primitive (fonction de la forme —). Soit A > 0.
u

A
fz tane 4=

+00 1 1
Donc f ——— dt converge et vaut ——
2 tn(r)?

4 1 1 1

= + —_ J—

,  In(A)  In@2) A-+e0 In(2)

_r
In(?)

In(2)’
2. Déterminer les variations de f puis en déduire que pour tout k > 2:

1 k+1 1
EE—— < —7.
(k+ 1) (n(k+1))2 \fk finde< k(n(k))?

¢ f est dérivable sur [2; +oo[ comme quotient de dénominateur non nul et on a pour tout ¢ € [2; +ool (déri-
1 -u
véedutype|—| =—):
typ ( u) ) )
(In()? +2In(1)
2(In(1))*
car In(#) > 0 sur [2; +oo[. Ainsi, f est décroissante sur [2;+oo[ .

¢ On veut encadrer une intégrale. On commence par encadrer I'intégrande.
La variable d’intégratoin ¢ vérifie: k < < k+1.0Onaalors:

fl=-

k<t<k+1
= f(k+1) < f() < f(k) car f estdécroissante sur [2, +oo[
1
_ < < —_
= T2 O iz
k+1 1 k+1 k+1 1
——————— dI < < —_— i I'intégral 1
fk S TCESTE dt f(nde fk L dt par croissance de I'intégrale (k < k+1)
1 k+1 k+1 1 k+1
- - < <—
= Ter Dintk+ 1))2fk tdrs J fode k(ln(k))ka Hdr
-1 =1
1 k+1 1
. jen: — 1« <«
Ainsi, on a bien DIk Dz i f(ndt im0
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1
3. En déduire la nature de la série ) ————.
n>2 n(n(n)

On étudie les sommes partielles en sommant la partie gauche de la relation précédente.

N 1 N k+1

<
k;z (k+D(nk+1)2 ~ i
N N+1

— —_—— <
= (k+D(n(k+1)2 S
N 1

— —F <
=, (k+1)(n(k + 1))2

o de

f(r)dt d’apres la relation de Chasles.

+00
f f®)dt car fest positive
2

+o00
Comme f f(#) dt converge, la suite des sommes partielles est majorée.
2

De plus, la suite des sommes partielles est croissante car la série Z est a termes positifs.

1
1Sy n(ln(n))?

On en déduit que la série ) |

n>2;RE;6;55 converge.

- EXERCICE 8 - +00
1. Soit n € N. Calculer tlir+n t"*2¢7" puis en déduire que P'intégrale f t"e”! dt est convergente.
oo o

e Ona: lim r"%e'=0 par croissances comparées.
t—+o00

e Lafonction ¢t — t"e”" est continue sur [0; +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo.

. _ . _ . et . et
*x Or,onavuque: lim "2e7 = lim #t"e ! = lim =0, ce qui se réécrit: lim
t—+00 t—+o0 t—+o0 1/t t—+00 Lz
t
_ 1
t"e™! = o|=|.
+oo | 2

+0o 1
* Or, I'intégrale f Z dt est convergente car c’est un intégrale de Riemann avec 2 > 1.
1

=0 soit

+00
Comme les fonctions sont positives, on a d’apres le TCIFP, f t"e~! dtest convergente.
1

1
De plus, t— t"e~! est continue sur [0,1] doncf fn(t) dt est convergente.
0

+00
Finalement, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale f t"e tt"e ! dt est convergente.
0

1 X
On pose pour tout réel x>0 etpourtout neN*: Jo(x)=1-e " et ]"(x):ﬁf t"e~tdt.
YJo

. 1
2. Etablir pour tout réel x > 0 et pour tout 7 € N*, la relation : J,, (x) = J,,—1 (x) — ﬁx"e"x.

Par IPP avec les fonctions u: t— t" et v: t— —e~ !, de classe €' sur [0, x] :
L —t 1 —1x * -1t
]n(x):—f tetdt=— |[-t"e ]0+f nt" le7tde
n!Jo n! 0

X
=—|-x"e "+ nf t”’le’tdt}
o

“n

1 n,—-x 1 * n-1_-t
=——x"e "+ t" et dt
n! (n—1D!Jo

1 _
=——x"e""+ Jp1(x)
n!
3. En déduire pour tout réel x > 0 et pour tout n € N*, une expression de J, (x) faisant intervenir une
somme.

. . <. 1 _ . .
On réécrit la relation précédente sous la forme : J (x) — Ji—1 (x) = —Exke * pour faire apparaitre une
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somme téléscopique) puis on somme pour k entre 1 et n.

n n 1
PWACGEISIOEDY —Exke’x
k=1 k=1 .

soit
n

1 _
Tn(X) = Jo (x) = —k; Exke x
puis comme Jj (x) =1—e~¥, on obtient :

n

1
_1_ X _ k ,—x
Jn(x)=1-e I;:l—k!x e

1 L |
soit (en remarquant que e = —x%e™): J,(x)=1— Z —xkex,
ol &k

+00
4. Montrer que pour tout n € N*, I'intégrale f t"e™! dt est convergente et calculer sa valeur.

0
1 s’agit de passer a la limite quand x — +oo dans la relation précédente.
On remarque que chaque terme de la somme tend vers 0 lorsque x tend vers +oo ( lirP xke ¥ =0 par CC).
X—+00

Ainsi,ona:
n n

. . Ik x L Kk -x
Jim )= fim 1= 3 prte =1 i st =
=0 k=0
=0
1 [+oo +0o
Ainsi, ﬁf t"e”" dt converge et vaut 1 doncf t"e™! dt converge et vaut n!.
- Jo 0

1
5. Onnote: In:f e n(-x) g

0
ATaide du changement de variable ¢ = (1 — x), montrer que pour tout 7 € N*,on a:
en

=n!
Iy=n! nn+l

t 1
Le changement de variable ¢ = n(1 — x) donne x = 1 — — puis dx=—-—d¢.

n n
On applique alors le changement de variable et on manipule les exponentielles et le logarithme pour faire
apparaitre le résultat. Il faut y croire!

1 o 1
I, :f eneHn(1-x) 4y :f (15 +In(t/n) (__ dt)
0 n n

1 0
—_ __/ ene—tenln(t/n) dr
nJn

1 n " el n P
:—e"f e"’[—) dt=n! / e 't dt=nl—=Jn(n)
0 0

n n nn+1 n +1

Pour aller plus loin...
- EXERCICE 9 - too px
Soit f la fonction définie par f(x) = f 157 dt
1

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.
=X

+00
P est continue sur [1, +oo doncf 1
1
= 1
1+ ¢ +oo pX+1

—X

t—

7 dt est impropre en +oo.

En +oo,ona:

+00
Or, f prrsy df converge ssi x+1 > 1 ssi x > 0 (intégrale de Riemann).
1

—X

d¢ converge ssi x > 0. Donc

+00
Les fonctions étant continues et positives, on a d’apres le TCIFP : f +7
1

2, =R;.
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. Déterminer le sens de variation de f.

PourO<x<yett>1,0na:

uln(t)

O<x<y <= t"<t caru—t'=e est croissante sur R}

1
=t >tV carr— 7 est décroissante sur R}
= Y

1
>— car—— >0
1+1¢ 1+1¢ +1

1
et donc par croissance de I'intégrale, on a pour tout A > 1

A X A Y
[ s [
1 1+1 1 1+¢
Les intégrales étant convergentes d’apres la question précédente, on a donc en passant a la limite quand A
tend vers +oo:

+oo p—x +oo ¢=Y
= > —_— =
f) fl 1+tdt/f1 1+tdt o)

Ainsi, x <y < f(x) > f(y) donc f est décroissante.

. On admet que f est une fonction continue sur son ensemble de définition.

Déterminer f(x) + f(x + 1) pour x > 0. En déduire la limite de f en 0 et en +oco.
On trouve en rassemblant les deux intégrales et en factorisant :

= +00 t—x—l +00 l.—x—l +00
dt+f dt:f (t+1)dt:f ¥ de
+t 1 +t 1 1

+00
f(fo(x“):fl 1 1 T+t

Le calcul donne ensuite :
—x 4 AT 11
1 A—+o00 —X X X

—-X

+00o
f(x)+f(x+1)=f 7 ldr= lim
1

A—+o0

Ainsi, en utilisant la décroissance de f, on en déduit que :
0<fOSfO+fx+1D)<2f(x)

soit

0< f) < —-<2f()

Rl

.. 1 . . . . . .1
¢ Limite en 0. Comme — < 2f(x), on obtient par minoration : lm(l)f(x) = 400 puisque lm(l)— = +00
X X— x—=0Xx

- 1 . . P )
¢ Limite en +oo. Comme 0 < f(x) < —, on obtient ler f(x) =0 par théoreme d’encadrement.
X X—+00
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