ECG2 Analyse 5 - Séries numériques - Un corrigé

- EXERCICE 1 - 1
Soit (1) ;>0 1a suite définie par 1 = 5 et par la relation de récurrence :
vneN, uUp1=u,— uf’l

1. Montrer que pour tout 1 € N, 0 < u, < 1, puis en déduire que la suite (u,) >, converge vers 0.
Par récurrence :

1
e uy=—-¢€]0;1
0 2] [

Soit n € N. On suppose: 0<u, <1.
D'unepart: 0<u,<1 = 0< u,21< u, = 0< ufl<ui< u, donc un—ufl>0 soit uu4+1 >0.
D’autre part, u, >0 = ui >0 = u,— ui < up<ldonc u, <1.
D’oli le résultat.
Enfin, comme v, —u, = — ui < 0la suite (u,) est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge vers un
réel ¢ vérifiant la relation : ¢ = ¢ — ¢ soit ¢3 = 0 soit £ = 0.
Ainsi, la suite (u,) converge vers 0.
2. Montrer que la série ) 1, est convergente.
n=0
Soit N € N. On fait apparaitre une somme téléscopique en remarquant que ui = Uy — Up+1, CE qui donne :

N N
Z u?z: Z Up—Upy1 = Ug— UN+1 — Ug car lim u, =0
n=0 n=0 N—+oo n—+oo

+00 1
L 4 4z 3 3 _ _
Ainsi, la série de terme général ), converge et Y uj = ug = >
n=0
3. (a) Montrer que 1, est équivalent a u,, quand » tend vers +oo.
w3
Comme lim u,=0,0na: u3=o(u,) (car lim —2= lim u%=0).
n—-+oo [ee) n—-+oo Up n—-+oo

. _ 3
Ondonc: up4q = Uy — Up 2 Un-

1
— — est équivalent a u,, quand 7 tend vers +oco.

(b) En déduire que
Un+1 Un
Onapour tout n € N:
2
111 11 1wy,
T T —3 2 12l
Up+1 Un Up—U Unp up(l-uy) un u(l-uj;) 1-uy
car1—u? ~1car lim u,=0.
n—+oo
(c) Endéduire quelasérie Y u, estdivergente.
n=0
1 1
On vient de voir que : — — ~ uy,. Pour étudier la série Z up, on va plutot étudier la série
Upy1  Up © n=0

1

1 . s
— — (car on remarque une somme téléscopique) puis utiliser le TCSTP.
n>0 Un+1  Un

e Ona:

N N1 1 1 1 . .
Z Up = -—= —— — +oo parquotientcar lim u, =0
n=0 n=0 Un+l Up UN4+1 Ug N—+oo oo

1
Ainsi, la série Z — — est divergente.
n>0 Un+1  Un

vun>0etu ”
n+1 n

1
— — >0 (car (u,) est décroissante). D
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Ainsi, d’apres le TCSTP la série Z u, est divergente.
n=0

- EXERCICE 2 -
Soit () ;e 1a suite définie par la donnée 1 > 0 et par la relation suivante: VneN, u,y =u,+ ui
1. Montrer que la suite (i) ,cn est croissante et qu'elle diverge vers +oo.
PourtoutneN,ona: uyy; — U, = uf, > 0 donc la suite est croissante.
Supposons que la suite soit majorée. Etant croissante, elle converge donc vers un réel ¢ vérifiant: ¢ =/¢+ 02
soit £2 = 0 soit £ = 0.
Or, comme 1 > 0, on a par croissance de la suite u, > uy et donc ¢ > uy > 0. Contradiction avec ¢ = 0.
Ainsi, la suite n’est pas majorée donc elle diverge vers +oo (car croissante).
In (1)
2n

2. On pose, pour tout entier naturel 1, v,, =

(a) Montrer que, pourtout neN, v, —v,=——In|1+—|.
on+l U,
SoitneN.Ona:

In (uy + u2) In(uy) _ ln(uf, (1 + uin)) _In(un)

on+l on on+l on

Un+1 = Un=

(b) Montrer que, pour tout x >0, 0<In(1+x) < x.
D’une part, on a par croissance de la fonctionInsurR} : x>0 < x+1>1 < In(1+x) >0.
Pour I'autre inégalité, deux méthodes :
¢ La fonction de g : x — In(1 + x) est concave sur ]—1, +oo[ donc sa courbe est en-dessous de sa tan-
gente en 0 d’équation : y = g'(0)(x — 0) + g(0) soit y = x. Onadonc: Vx> -1,

Inl+x)<x

¢ On peut aussi étudier les variations de la fonction 4 : x — In (1 + x) — x puis en déduire son signe et
enfin I'inégalité demandée.
h est dérivable sur [0, +oo[ et pour tout x > 0,ona:
, 1 -X
hx)=—-1=—x0 car —x<0et1l+x>0 sur [0, +oo[
1+x 1+x

Donc la fonction & est décroissante sur [0, +ool. Elle est donc majorée par /(0) = 0.

Ainsi, pour tout x € [0,1[,ona: h(x) <0soit: Vx>0, In(1+x) < x.
1

(c) En déduire que, pour tout n € N,0 < vy — v, < Zrluo'

1
Soit n € N. On pose x = . > 0 (car u, > 0) dans I'inégalité précédente, ce qui donne :
n

1 1
0<1n(1+—)<—
Up Up

< 1 1 1 < 1 1 1
— 0K ol n 1+u—n < 2n+1u—n car on+l >0
1 1 1 1 . . 1 1
<0< ——In|1+—|<——— carlasuite est croissante donc u, > uy —= — < —
on+l u on+l Uo Up Up

(d) Montrer que la série de terme général v,,,; — v, est convergente.
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e Pourtout n€N,0 < Uy — Up < 2T,

L. 1 1 1\" P
e La série Z —_— Z —| estconvergente comme série géométrique (0 < 1/2<1).

2

* Les séries sont a termes positifs.

n+l =
n>0 2 U 2u0 n=0

D’apres le TCSTP la série Z Un+1 — Uy €St convergente.
n=0
(e) En déduire que la suite (v;) ,cn converge.
Soit N € N*. On remarque une somme téléscopique, ce qui donne :

N-1 N-1
Y Upri—Un=vUN-vo SOt UN=Vo+ Y Upi1—Un
n=0 n=0

La série Z Un+1 — Uy, €st convergente. Notons £ sa somme.

n=0
N-1
Onadonc lim vy= lim v+ Z Up+1 — Uy = Vg + £ donc la suite (v,) ,en cOnverge.
N—+o00 N—+oc0 =0
- EXERCICE 3 - al
On considere la suite (u,,) yen- définie par: VneN", u, = —.
n

n
1. Montrer, a I'aide de la formule du binome de newton, que pour tout 7 € N*, (1 + —] >2.
n

On a pour tout n € N* :

u
2. En déduire que —— > 2 puis montrer par récurrence que pour tout 7€ N* : 1, < =t
Un+1
Ona:
U ,%‘. nl (n+1)"! 1 (n+1\" n+1\" 1\
— = - i m =1l m+)=(——| =[1+—| =2
Unp+1 T (n+1)! n n+ n n n
puis par récurrence :
1
e up=1< E
. X 1
* Soit n € N". On suppose : u; < o1
Up Un : i » Un
Comme >2,0ona: Up < > ce qui donne en utilisant 'HR: u,, < pr=1 = Upt+1 < 5
Up+1

D’ol1le résultat.
3. En déduire que la série de terme général u,, est convergente.

s 0<u,< %
1 1\ 1 1\
* Lasérie )| ——=3" (—) =) (—) est convergente comme série géométrique (0 < 1/2 < 1).
12" 312 (=012
* Les séries sont & termes positifs. D
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D’apres le TCSTP la série Z u, est convergente.

n=1

4. En déduire également que: n!=o(n").

On ad’apres les questions précédentes: 0 < u, <

Py ce qui donne d’apres le théoreme des gendarmes::

. . . n! . n
lim u,=0 soit lim — =0 soit n!=o(n").
n—+oo n—+oo plt

- EXERCICE 4 -

On considére la suite (u,,) ,en définie par: ug=1 etVneN, uys =

1.

(@)

(b)

(©)

(a)

(b)

1
Up+n+1
Montrer que: VneN, u, >0.
Par récurrence :
e uy=1>0
1

¢ Supposons u, > 0, alors, on a clairement, u, + n+1>0etdonc u,; = P— >0
Up+n+

D’ot le résultat.
1
En déduire que: YneN", u, < —.
n

Comme u, >0pourtoutneN,ona: u,+n+1>n+1 donc pardécroissance delafonction inverse:
1 1

—_< .
up+n+1 n+l

.. 1
Ainsi, VneN*, u, < —.
n

Up+1 =

Déterminer la limite de la suite (u,,) en.

Onavuque: O<u,<1/n.

Comme lirp 1/n =0 on en déduit que lirp u, = 0 d’apres le théoréme des gendarmes.
n—+oo n—+oo

Montrer que lim nu,=1.
n—-+oo

On revient a la définition de la suite (seule information donnée pour la suite) : 1,41 = PR ce
Uy, +n

qui donne:

n+1 n+l

m+Dupy1= ————~——=
up,+n+1 n+l1

1 caru,—0 = up+n+l~n+l
Ainsi, (n+1)uy41 ~1donc lim (n+1)u,e =1donc lim nu, =1.
n—+oo n—+oo

. . . e . 1
On aurait aussi pu raisonner sur nu,, en utilisant l'expression valable pourn >1: u, = ——— ce
Up-1+n

quidonne nu, =
n-1

En déduire un équivalent de u,, puis la nature de la série Z Up.

et faire le méme raisonnement.

Comme lim nu,=1,ona: lim — =1 soit u,~1/n.
n—+00 n—+oo 1/n
On aalors::

c u,~1/n

1
* Lasérie ) — diverge.
n>1 1
¢ Les séries sont a termes positifs.
D’apres le TCSTP la série ) u, diverge également.
n>1

1

3. Pour tout n € N*, on pose v, = u, — —.
n

(a)

1

Montrer que: v, ~ -3

On revient a la définition de la suite («), ce qui donne :

1 1 1 —Up-1
UVp=Up——= _—=
n up1+n n n(up-1+n)




Orona: u,_1+n~n (car u,_; — 0). (-1)*

3. Lasérie )

est-elle absolument convergente ?

1 1 k
D’autre part,ona: u,_j ~ ~—. (-1D* 1
n-1 n iy 1 Ona: ), |T‘ =y P diverge (série harmonique).
Ainsi, on obtient par produit et quotient : v, = ﬁ ~—= L
n(up—1+n n . -
_ Donc la série n’est pas absolument convergente.
(b) Soit a € R. Etudier la nature de la série de terme général n”v,,. Z . b . ] 8 .
n 1 Remarque : voici un exemple de série qui est convergente mais pas absolument convergente.
D’apres la question précédente, ona: n®v, ~ - ==
n n
On étudie plutdt la série Y —n®v, pour travailler avec des séries a termes positifs. - EXERCICE 6 - n 1
) ) Soit neN*.Onpose: S, = T et vy =S, —In(n).
Onaalors: —n%v, ~—— doncles séries } —n®v, et} —— sont de méme nature. . . k,_l
" pd-a Z " Z nd3-a 1. Quelle est la limite de la suite (S,) lorsque n tend vers +oco?
1 . L . . . . =1 . .
or, a converge ssi3 — a > 1 (série de Riemann) donc ssi a < 2. La série harmonique Z % diverge donc la la limite de la suite (S,,) est +oo.
k=1
2. Montrer que pour tout x >0,
- - 1 1
EXERCICE 5 . . N —— <In(x+D-In( < -
Rappel : Si(ay,) nen est une suite telle que les sous-suites (az,,) nen et (az,+1) nen convergent vers la méme limite x+1 X
¢, alors la suite (a,) ,en converge également vers (. e Méthode 1 : on fait deux études de fonctions (mais c’est long!).
n (—¥ (-DF . 1 soati

Pour tout 7 € N*, on note S,, = Z les sommes partielles de la série alternée Z . On pose g: x— In(x +1) —In(x) - P et on montre que g est negative.

k=1

1. Montrer que les suites (Sz,,) nen+ €t (Soy+1) nen- sont adjacentes. Onpose h:x—In(x+1) —In(x) - P et on montre que A est positive.

* Ona: e Méthode 2 : on utilise une intégrale (a privilégier).
1
La fonction ¢ — — étant décroissante sur R}, on a pour tout ¢ € [x, x+1]:
2n+2 (_ 11k 2n (_1\k t
S S, = (-1 (-1) 1 1 1
2n+2 = 92n = - — -
=k =k r<ISaHl = —— <o <
(_1)2n+2 (_1)2n+1 x+1 1 x+1 1 x+1 1
=7 4+ 7 S —dt < —-dr< —dr
2n+2  2n+1 fx x+1 \fx t \fx x
1 . -1 -1 <0 1 x+1 1 1 X+l
= = - — 1dr < [In(0)]7 <—f 1dt
2n+2 2n+1 2n+2)2n+1) Py S Sy
donc la suite (S2,,) en+ €st décroissante. — ; <In(x+1) -In(x) < l
x+1 X

e Deméme,ona:

Méthode 3 : on utilise I'IAF avec la fonction f: t — In(f) entre x et x + 1.

2n+3 (—l)k 2n+1 (—l)k . 1 * ’ 1
On pose f(t) = In(#). La fonction f est de classe € sur R} et f'(¢) = e

Bk E K

Son+3 — S2n+1 =

- 1 , 1
~ (=1)2n+3  (_1)2n+2 A1ns1,})0ur toutte[x, x+1],ona: =1 <f(< P
T on+3 2n+2 D’apres I'IAE on a pour tout (a,b) € [x, x+ 1] aveca<b:
-1 1 1

B _ 1 1
“on+3 nr2 @nidents - ash®-n@<Z(b-a

donc la suite (S2;41) nen+ €5t croissante. soitpoura=xetb=x+1:

. 1 1
* Enfin, ona: — x+1-0<Inx+1) -Inx) < =(x+1-x)
x+1 X

2n+1 (—l)k 2n (—l)k (_1)2n+1 soit
Soni1—San= Y. A -y P — 1 1
k=1 k=1 2n+1 — <In(x+1)-In(x) < =
x+1 X
donc les suites (S2;) nen+ €t (S2+1) nen+ sont adjacentes. 3. En déduire la monotonie de la suite (v;,) ,ene -
(=1k Calculons v,+1 — v,.Ona:
2. En déduire, en utilisant le résultat donné en début d’énoncé, que la série ) converge.
] ] N Rl Unt1—VUn=Sp+1—In(n+1) =S, +1In(n)
Comme les suites (Sz2p) nent €t (Sz2z4+1) nen+ sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite £. el N
Ainsi, les suites d’indices pairs et impairs de la suite (S;) ,en+ convergent vers la méme limite £ donc la suite =y I Y I (In(n+1) —In(n)
(S1) nen+ converge vers £. ok ok
—_Dk 1 N . <
Comme il 'agit des sommes partielles de la série ) D , on en déduit que cette série converge. =1 (In(n+1)-1In(n)) <0 d’apresla question précédente avec x = n
D Ainsi, la suite (v,,) nen+ est décroissante.
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4. Démontrer que la suite (v,) ,cn+ st a termes positifs. donc f est décroissante. On a alors pour tout x € [k, k+1]
En sommant I'inégalité de droite de la question 2 entre x = 1 et x = n, on obtient :

k<x<k+1
n n 1 Py .
Y Inx+)-In@< Y - = In(r+1)-In() < S, > f(k+1) < f(x) < f(k) pardécroissance de f
x=1 x=1% k+1 k+1 k+1
— Inn+1)<S, = i flk+1)dx < i fx)dx < i f(k)dx parcroissance de I'intégrale car k < k+1
k+1
Or, In(n) <In(n+1) donclIn(n) < Sy, ce qui donne alors: v, =S, —In(n) > 0. = flk+1) < fx) dx < f(k)
5. Conclure que la suite (v,,) ,en+ est convergente. On note y sa limite, appelée la constante d’Euler. k
Ainsi, la suite (v,,) zen+ est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. k+1 k+1
6. Endéduireque: S, =In(n)+7y+o0(l) puis donner un équivalent de S,,. carfk Jlk+Ddx=flk+ l)fk ldx=fk+1.
D’apres la question précédente, on a: en
v, — Y soit S, —In(n) — vy soit S,, —In(n) —y — 0, ce qui peut s’écrire : (c) Ensommant cette derniére inégalité, montrer que: Vn e N, Z Up < Z U + —
Sp—In(n) -y =0(1) etdonc S, =In(n) +y +o(1). oo k=n+1 ’C n+1
Comme y + o(1) est négligeable devant In(n), on en déduit que S, ~ In(n). Comme la série Z Uy converge on peut écrire :
k=1
- EXERCICE 7 - ot k+1
On note f la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par : f (x) = = fle+1) < f fdx< fk)
+00 +00 k+1
1. (a) Soit n € N*. Montrer que 'intégrale I, = f f (x) dx est convergente et exprimer [, en fonction de — Z flk+1) < Z fx)dx < Z fk)
n k=n
n. el +00 +oo
x— — est continue sur [n, +oo[ donc 'intégrale est impropre en +oo. — Z Upr1 < f fx)dx < Z uy d’apres la relation de Chasles
= n —
801tA>n Ona: kn oo k+zo
Ae A
f _de [ 1] e S SR S = Z uk< FfOdx< Y ug+un
n X n A—+0co0 k=n+1 k=n+1
. oo 1
donc l'intégrale I,, = /r‘; f(x)dx estconvergenteetona: I,=en—1. soit : Z e < Z ” +
1 k=n+1 k n+1
(b) En déduire que I,, ~ —. +o0 1
o n 1 1 (d) Déduire des questions précédentes que Z Uy ~ —
_ - n—+oo n
On a au voisinage de 0 : e" —1~u Donc, comme hm —=0,ona: In—en—l ~ = . . o k=n+1
oo n +oo On a d’apres la question précédente :
2. Pour tout k > 1, on pose : uj = f(k). .
(a) Montrer que la série de terme général 1. est convergente. 1< In <1+ 1/n*en
~ ~X
1 N ek 1 TS 1 Uk TS0 Uk
e Ona: lim —=0 donc lim e¥=1 donc up=— ~ —.
k—+o0 k k—+o0 k2 +oo k2 l/nzel
+00 . : 2 % — : — : —” —
Z converge (série de Riemann avec & =2 > 1). Or,ona: nliIPool/n e’ =0 par produit et hm o0, £ Zn:+1 W = K finie, donc nliglm ZZSM Uy 0
o Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes ona:
L termes généraux sont positifs. I, 1
+o0 lim ——"—— =1donc: Z up ~ ~ =
D’présle TCSTB, Y uy converge également. oo Y ke Uk k=n+1 nTroo T Theo n
k=1
b) Etabli décroi i VEEN', fsn< [ Fdu< fik - EXERCICES - n!
(b) Etablir que f est décroissante puis que:: eN, fk+1) < fk fxdx< f k). Soit a est un réel strictement positif. Pour tout 7 € N on pose: u, (a) = -
[ est dérivable sur [n, +oco[ comme composée et quotient de dénominateur nonnuletona: H (a+ k)
- 1/x%exx®—2xer —er —2xer o 1. (a) Montrer que la suite (1, (@)) ,cn €St monotone et convergente. On note ¢ (a) salimite.
X) = = < a
! x* x* Comme u, (a) est écrit sous forme de produit et quotient, il est judicieux d’étudier le quotient Un+1(@)

Up (@)
pour obtenir la monotonie de la suite. C’est possible car il est clair que u, (a) est positif. On a :

(n+1)!
n+l
a+k
Un+1 (@) _ g @b (n+lﬂg%( : n+1
un (@) 2 n! Ta+n+1

7

|:| N kl;lo (@+k)
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car les poduit se simplifient et il ne reste que le dernier terme au dénominateur.

n+1 L. . P
Or, —1 <1cara>0donc a+n+1>a+n. Ainsi, la suite (1, (@), €st décroissante. Comme
a+n+

elle est minorée par 0 (u,(a) > 0), elle est convergente.

Que peut-on déduire pour la série de terme général (1, (@) — U+ (@) 2
On reconnait une série téléscopique. Soit NeN.On a:

(b

=

N

1
Y un (@) = tper (@) = ug (@) —un1 (@ — ——2(@)
n=0 N—+o00 @@

Ainsi, la série de terme général (i, (@) — u,+1 (@)) est convergente.

l
On suppose que ¢ (a) est non nulle. Démontrer que: u, (@) — U+ (@) et at(a) .
i n

(c

-

On remarque que :

(n+1)! _ (n+1) n! _ (n+])

ﬁl(a+k) 1‘[ (@+k @rn+ T (a+n+1)
=0

Up+1 (@) = up(a)

ce qui donne :
(n+1)

(a+n+1)

) = up (@)

up (@) — up+1 (@) = uy (@) (1— @insD

up(a)

Or, comme ¢(a) # 0 par hypothese, ona: @
a

— 1 (on peut faire le quotient) uy(a) ~ ().

Deplus,ona: a+n+l~n

a al@ donc u, (@) — ups (@) ~ a[(a).

Donc par quotient, on obtient: u, (@) —— ~
(a+n+1) n n—+oo p

d

=

Déduire de ce qui précede que ¢ (a) =

s . - al(a)
D’apres la question précédente, ona: u,(a) — up+ (@) ~ ——o.
n—-+oo n
( )

De plus la série Z al(a) Z diverge.
Comme les séries sont a termes posmfs, on en déduit d’apres le TCSTP que la série Y u,, (@) — up+1 (@)

diverge également, en contradiction avec la question 1b.
Ainsi, I'hypothése de la question précédente (¢(a) # 0) est fausse donc ¢(a) =

2. Dans cette question: a €]0,1].

(a) Montrerque: VneN, u,(a) >

+a
Comme « €]0,1], on a pour tout k € [0; n] :
1 1
(a+k)<k+1donc —— > —— etdonc > =—.
(a+k)~ k+1 n-1 n-l
[T (a+k) M k+1)
k=0 k=0
Ainsi,ona:
Uy (@) = n! _ n! N n! 1
m T - n-1 “(a+mn! a+n

[T@a+k) (@+n) ] (a+k
k=0 k=0

Voici une autre maniere de I’écrre plus visuelle :

n! 1x2x3x---x(n—-1)xn
Un (@)= x(@tDx(@t2) - x(@tn-TDx(@+n
]'[(a+k) Tax(a a a+n a+n
1 2 3 n 1
T @@+ (@+2) T (@+n-1) (@+n)
1
=
a+n
car les n premiers termes sont tous supérieurs a 1 car @ < 1. |:|:|:|
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(b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, (a)?
D’apres la question précédente,ona: u,(a) >
1
n+1’

n+a

De plus, a €]0;1] donc >

De plus la série ) | p—l diverge (série harmonique).

Comme les séries sont & termes positifs, on en déduit d’aprés le TCSTP que la série Y u, (a) diverge

également.
- EXERCICE 9 -
On considére I'application f R—R,x— f(x)= x3e*
1
1. Montrer que lasérie ) —— converge. Onnote S =
ng W f (”) nZ 1 fn)’

Ona: Z

3
n>1 f(”) n>1 1 e’

1 1
e Pourtout neN*,ona: n’e">n® donc — < -
ndem " nd

1 . .
. E —; converge (série de Riemann avec a > 1.
n
n>1

* Les séries sont a termes positifs.

1
Ainsi, d’apres le TCSTP la série Z converge également.
n>1"M Se

2. Montrer:VneN*, |[S Xn: 1 < 1
’ ) 1T & fi] T (e-Den”
Ona:
n 1 +oo 1 n 1 +oo 1
’ gf = [k Zf ‘k_,,+1f(k)'
i" 1
= —— car f estpositive
k:n+lk3ek
+00 1 1 k
< — car — < s Vk>1
Tl ek kSek kST
Or,ona:
+Z°° 1 +Z°° (1]k_+Z°°(1)i*"+l_ 1 +Z°°(1)" 11 1
ek le) TSl Tentl 4 le e l1-1/e (e-De"
1
Ainsi, VneN*, |S— —_—
Zf(k) (e=1e™’

3. En déduire une fonction en Scilab qui calcule une valeur approchée de S 2107 prés.

1
D’apres la question précédente, comme m — 0, le théoréme des gendarmes implique que
n
- Z — 0. Ainsi, une valeur approchée de S est donnée par Z ——. Pour obtenir une valeur

=1 f(k) =] f(k)

1
approchée de § 2 1074, il suffit de prendre la premiére valeur de 7 pour laquelle m est inférieure a
1074

i n =1
2 S = 1/(n~3*xexp(n))
s while (np.exp(1)-1)*np.exp(n) > 10~(-4)
4 n = n+l
5 S =8 + 1/(n"3xexp(n))
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s print(S)

- EXERCICE 10 -
Dans cet exercice, x désigne un réel de [0,1[.

n
1. (a) Pour tout ndeN* et pour tout ¢ de [0, x], simplifier lasomme ) ¢’ -1

p=1
Ona,enposantk=p—1:

n p-1 n-1 k 1—t"
p;t :,;f ot

n.oyp x n
(b) Endéduireque: ) —=-In(1-x) —f de.
p=1 p o 1—1t
En intégrant la relation précédente entre 0 et x, on obtient :

x n X]—¢h
fZﬂ’“dt:f de
0 po1 o 1—-1¢
X 1 X l»n
By
o 1—¢ o 1—¢

n

Xt
= [—ln(l—t)]g—/0 -

X tﬂ
:—ln(l—x)—f dt
o 1—1t

De plus,ona:

1 1 A
f Y tdr=) | Pde=) | —| =Y. =
0 p=1 p=1J0 p=1LPlo p=1 P
d’ot1 le résultat.
X h 1 xn+1
c) Montrer que: VneN* 0<f di < —— .
© q "o 1-t T 1-xn+1
On demande d’encadrer une intégrale. On commence par encadrer I'intégrande. On a:
0<t<x<—=—=1-x<1-t<1
1
— 0<1< 1 < T car la fonction inverse est décroissante sur R’
- -x
[l’l
— 0< < car t >0
Sl-t T 1-x -
X tﬂ 1 X
— 0< f T3 dr < 1% t"dr par croissance de l'intégrale car x >0
o 1- -xJo
X gn 1 xn+1
— 0< dr< —
o 1—-1 l1-xn+1
X [n
(d) Endéduireque: lim =0
n—+oo Jo 1—1¢
1 n+1
Comme x€[0, 1[,ona: lim x"*!'=0donc lim — =0
n—+oo n—+ocol—xn+1
X
ce qui donne d’apres le théoreme des gendarmes : lim —=0.
n—+oo Jo 1-r¢
xP +00 3P
(e) Conclure alors que la série de terme général — est convergente et que : Z — =—In(1-x).
p p=1 p

On a d’apres les questions précédentes :

tn X n
dt=-In(1-x)— lim
n—+oo

tdt:—ln(l—x)

n—+00 = 1-¢

noxp x
lim ) == lim —ln(l—x)—f
p 1 p n—+oo 0
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. ) 2 z xp sy ‘xp
ce qui prouve que la série de terme général — est convergente etque: » — =—In(l - x).
14 p=1 14
n+l xn+1 xn+1

2. (a) Vérifier que, pour tout entier naturel 7z non nul, on a I'égalité : =
nn+1) n n+1

Ona;
xn+1 xn+1 (n + l)xn+1 _ nanrl xn+1
no on+l n(n+1) T+
hedh
(b) En ire, al'aide de la question 1e que la série de terme général " s D est convergente et que:
n(n
+o00 xn+1
——— =x+(1-x)In(1-x)
mnn+1)

Soit NeN*.Ona:

N xn+l ﬁxnﬁ-l N xn+1
—nn+l) =9on on+l
N i N+1xk
=xy -y L
n=1 1 n=2 k
N yn N+1 xk
SIS DI
n=11 n=1 k

— —xIn(1-x)-(-In(1-x)—x) dapreslaquestion le
N—+o0

=x+(1-x)In(1-x)

- EXERCICE 11 -
Pour tout entier naturel 72, on pose :

ﬁ(1+1] (1+1)(1+1)(1+1) (1+1)

U, = —| = - J I —.
"o\l 2k 2 4 2n

1. Donner, sous forme d’entiers ou de fractions simplifiées, les valeurs de u, ©; et u;.

Ona:

1
. u0:1+—0:

2
2
=1+ 2 d) e
L[] = —_— —_— = X — =
! 20 21 2
1 1

-u—(1+ )(1+ )(1+1]—15
S ST 21 22) " 4

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: u, > 2.
On a up = 2 et pour tout neN* ona:

donc pourtoutneN,ona: u, > 2.
Remarque : On peut aussi faire une récurrence.

(b) Exprimer u,.; en fonction de u,, puis en déduire les variations de la suite (u,,).
Pour tout e N*,ona:

un+1:u,,X(l+2n+l):un+—2n+1u,,

donc
Upt1 2 Up CAT U, 20
donc la suite u est croissante.
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(c) Etablir que, pour tout réel x strictement supérieur a —1,ona:In(1 + x .
Deux méthodes :

e La fonction de & : x — In(1 + x) est concave donc sa courbe est en-dessous de sa tangente en 0
d’équation : y = h’(0) (x - 0) + h(0) soit y = x. Onadonc: Vx> -1,
Inl+x)<x
¢ On peut aussi étudier les variations de la fonction g : x — In (1 + x) — x puis en déduire son signe et
enfin I'inégalité demandée.
d

=

En déduire, pour tout entier naturel 7, un majorant de In(u,,).
Tous les termes du produit étant strictement positifs, on peut calculer In (u;,) :

n n
In(uy) :ln(H (1+—w: Zln(1+ik)
=0\ 2 k=0 2

1
En utilisant la question précédente avec x = o > —1, on obtient

1 1
Infl+—|< =
2k

et en sommant terme a terme :

1 1 o1
k=0 2 =02

=

1 5
< 2
= 1

1-3

< 1
<2{1- on+l
<2

On adonc: In(u,) < 2 pour tout entier n.

3. En utilisant les questions précédentes, montrer que la suite (u,) converge vers unréel £ € [2, e’ ]
Par croissance de la fonction exponentielle, on a :

In(u,) <2=u, < &

Ainsi, la suite u est croissante et majorée par e? donc elle converge vers une limite .
De plus, on a vu que
2<u, < &

donc en passant a la limite, on obtient :
te[2,6%]

4. On se propose dans cette question de déterminer la nature de la série de terme général (¢ — u,,).

* 1
(a) Justifier que la suite (In(u,)),en converge et que'ona:In(¢) = Z In (1 + ﬂ)
=0
Comme In est continueen ¢ >0,ona:
In(u,) —In(¥)
donc la suite (In(u,)) zen converge vers In (¢).

7 1
Orln(uy,) = Z ln(l + _k] donc
k=0 2

i 1
Zln(1+—k)~ln(€)
=0 2 +00

1
ﬁ) converge.

ce qui signifie que la suite des sommes partielles converge donc que la série Zln (1 +
+00 1

Ainsi, In(¢) = Z In (1 + —)
B 0
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(b) Montrer que, pour tout 7 de N, on aln ( ) Z Inf1 ( )
Un k=n+1
Comme u,, et ¢ sont strictement positifs, on a:

() <@
S22
Sol2) £ 3 vl
el
On abien: 1n(un) ¥ 1n(1+_)

k=n+1
l
(c) Vérifier, en utilisant le résultat de la question 2c, que Vn eN, 0 <In (—) < on"

Un
Tout d’abord, la suite u est croissante et converge vers ¢. On a donc :

u,<?¢ donc In(u,) <In()

donc p
ln(—) =In)-In(u,) >0
Un

D’autre part, d’apres la question 2c, on a:

| 1 1
n 1+2_k \z—k
Ainsi, on a en sommant terme a terme :
+00 1 +00 1 1 +001 1 1
by ln(“—) Y el man Ty e T eI " o
k=n+l 12 202 iz02 1-3
14 1
Ainsi:VneN,0<In|— <2n

(d) Déduire de la question précédente queVneN,0<l—u, </ (1 - e’ﬁ)

D’une part, on a déja vu que vu que u, < ¢ ala question précédente donc on abien: ¢ —u, > 0.

D’autre part,on a:
1 1
C-up<e1-eF ) = -, - 0(1-e7F) <0
1
< —u,+¥fe 2" <0

1
=l < uye?”

L
7

<~ — ez car u, >0
Un
l 1 .
—In[—|< on car In est croissante
Un

Cette derniere relation étant vraie d’apres la question précédente.
Onadonc: .
VReEN, 0< f—u, <C(1-e777)

(e) Justifier que, pour tout réel x,onal—e *

Deux méthodes :
-14/16—
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* Lafonction de k : x — exp(—x) est convexe sur R donc sa courbe est au-dessus de sa tangente en 0
d’équation: y = k'(0)(x — 0) + k(0) soit y=1-x.Onadonc:VxeR,
exp(—=x) > 1-x
soit
1-e*<x
X

* On peut aussi étudier les variations de la fonction g: x— 1-e”
enfin I'inégalité demandée.

— x puis en déduire son signe et

1
En prenant maintenant x = 2—n, on obtient :

11
1—-e 27 < z_n
) . o 4
et le résultat de la question précédente donne alors: VneN, 0< ¢ — u, < o

Conclure quant a la nature de la série de terme général (¢ — u,,).
Ona:

1
* Lasérie de terme général o est a termes positifs
1 1
¢ Lasérie de terme général o0 est convergente (série géométrique avec q = 3 el-1, 1)

l
3 Vn(—:N,Ogé—ungz—n
Donc d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que :
la série de terme général (¢ — u;,) est également convergente.

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 12 - n n o
"
Pour tout n€N*,onpose: u, =) - et v,=)_ -
j=1 j=1J
v
1. Justifier la convergence de la suite (v,) ,cn- puis déterminer liIP —Z
n—+oo
+00 "
La série de Riemann ) — converge donc la suite (v,) converge également (il s’agit des sommes partielles
j=1
de la série).
+00
D’autre part, la série harmonique Z - diverge donc la limite de la suite (u,) est +oo.
j=1
v
Par quotient de limites, on en déduit que: lim —; =0.
n—+oo y2
. . . . < 1)2
2. Soit Q la fonction polynomiale définie sur R par: Q(x) = Z (x - —,) .
j=1 J

(a) Alaide delétude de Q, établir I'inégalité : uf, <nuvy.
Ona:

no1e m o, 11, a1y oar
Q(x):Z(x——_] =) x —2—x+— =nx’~ 2y - x+z,—2:nx —2UpXx+ vy,
j=1 J j=1 J ] j=1J j=1]

Or, Q(x) étant une somme de carrés, ce polyndme de degré 2 est positif donc son discriminant est
négatif (il n’a pas de racines).
Ainsi, A = (—214,1)2 —4nv, <0, ce qui donne: 4ui —4nv, <0 soit ui < nvy.
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(b) En déduire la nature de la série de terme général U—.
u

n

2
n

D’apres la question précédente, on a: u,zl < nv, donc — 2

<
3
S|

+00
Or, la série ) — diverge.
—~n
n=1

+00
v
Les séries étant a termes positifs, on en déduit d’apres le TCSTP que la série —Z diverge également.
n=1Un
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