ECG2 Algebre 3 - Applications linéaires et matrices - Un corrigé 1. Montrer que f est un endomorphisme de ./ (R).
! /!
- EXERCICE 1 - 2 -1 -2 Soit M = (Z ;) etN = (Z, 2,) deux matrices de .#>(R) et Aunréel. Ona:
Soit f endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canoniqueest: A=| 2 -1 -4/,
-1 1 3 fFIM+AN)=(M+AN)+(a+Ad' +d+AdV L =M+ (a+d) L+ AN+ (a' +d) L) = f(M) + Af(N)

Onpose: u=(1,2,-1), v=(1,1,0), w=(2,01). Donc f est une application linéaire de .4, (R) dans .#>(R) (somme de matrices) donc c’est un endomor-

1. Calculer f(u). phisme de .4, (R).
1 2 1 . .
On calcule : A( ) _ ( 4 ) _ 2( 2 ) Comme A= Mat,(f), on en déduit que f (1) = 2u. 2. grélt;eljmlner la matrice A de f dans labase (J1, /2, J3, J1)-
-1) \-2 -1 )

s fUN=N+1L=21+]4
* fU)=)2+0.=]>
e fUN=J3+0.I=]3

2. Montrer que Ker(f —id) = Vect(v, w).
Ona Maty(f —id) = A— 1. On commence par déterminer Ker(A —I). Soit X € .43 (R). Ona:

2x-y-2z=x y+2z e fUD=Ja+1L=]1+2]4
XeKer(A-I) <= (A-DX=0 <= AX=X < {2x-y-dz=y < .. < {x=y+22 = X=[ 2001
—-X+y+3z=2 z _ (o100
donc A=y (f)= 00 10
1 2 1 00 2
Ainsi, Ker(A—-I)=Vect|[1],] 0| | donc Ker(f —id) = Vect((1,1,0),(2,0,1)) = Vect(v, w). 3. (a) Montrer que (J; — Jy, J2, J3, [) est une base de ./, (R).
0 1

. L. ({1 O 0 1) (0 0 (1 O . .
Jevouslalsseverlﬁerque(]1—]4,]2,]3,12)_((0 _1),(0 0),(1 0),(0 1]) est une famille libre.

Ainsi, (J1 — J4, J2, J3, I) est une famille libre composée de 4 vecteurs de .4, (R) qui est de dimension 4

3. Montrer que B' = (u, v, w) est une base de R® puis déterminer la matrice A’ de f dans la base B
Je vous laisse vérifier que la famille B' = (u, v, w) est libre (en résolvant le systeme au+bv+cw =0).

Ainsi, la famille %' = (u, v, w) est une famille libre composée de 3 vecteurs de R3 qui est de dimension 3
donc c’est une base de R>.
D’apreés les questions précédentes, on a :

e f(w)=2u

donc c’est une base de ./, (R).

(b) Déterminer la matrice D de f dans cette base.
Notons %' la base trouvée a la question précédente. On a d’apres les calculs déja effectués :

s fh—-Jo=fUD-fUd=2"h+Ja—(h+2J)=Nh—-]a

» veKer(f —id) donc (f —id)v=0donc f(v)— v=0donc f(v) = v. e fU2)=12
* Deméme, ona: f(w) = w. s fUD=13
o f)=fUh+J)=fUD+fUd =21+ s+ U1+2]s) =301+]4) =3D

200
Ainsi, la matrice A’ de f danslabase %' = (u,v,w) est: A' = (0 1 O).
001
Remarque : Si on ne pense pas a utiliser la question précédente, on peut quand méme calculer f(v) et
f(w) en calculant AV et AW avec V et W les vecteurs colonnes associés a v et w.
. Déterminer les coordonnées de u dans la base 98’ puis calculer f"(u) pour tout 72 € N.
On note U’ le vecteur des coordonnées de u dans la base 8’ = (u, v, w).

0
On va faire nos calculs matriciels dans la base 2’ donc on utilise la matrice de f danslabase A’ (les calculs

1
Comme u=1u+0v+0w,ona: U':( )

4.

5.

1 000
010
donc D= Mg (f) = 00 1

000 3

Montrer que f est un automorphisme de ./ (R).
La matrice D = /g (f) est inversible car diagonale sans zéro sur la diagonale donc f est un automor-
phisme de 4> (R).

Déterminer rg(f — 3id) puis en déduire la dimension de Ker(f — 3id) ainsi qu'une base de Ker(f —3id).

0
0

* On va travailler dans la base %’ dans laquelle la matrice de f est diagonale.

seront plus simple elle est diagonale). Pour calculer f"(u), on va calculer (AN*U'. On a alors : _02 02 8 8
Ona: rg(D-30)=rg 0 0 -2 0 =3.
0 0 0 0

1 2" 0 0)(1 2n
Ah" =lo 1 offo]=(o
0 o o 1j\o 0

Comme A’ = Mg (f), on en déduit que pour tout n€ N: [ (u) =2"u+0v+0w =2"u.
Remarque : On aurait pu aussi montrer par une récurrence simple que f” () = 2" u en utilisant le fait que

fw) =2u.

- EXERCICE 2

Onnote J; = (0 g), Jo= (g (1)), J3= ((1) g), Js= (g (1)) la base canonique de ./, (R).

Comme D —-3] =4 (f -3id),ona: rg(f-3id)=3.

e Comme f —3id est un endomorphisme de .#>(R), on a d’apres le théoreme du rang :
dim (4> (R)) = dim(Ker(f —3id)) +rg(f —3id) soit dim(Ker(f —-3id)) =4-3=1

On aurait également pu déterminer Ker(D — 31) par le théoréme du rang (matriciel).

 On détermine & présent Ker(f — 3id) en raisonnant matriciellement dans la base 98". On cherche donc
Ker(D -31).

Soit f lapplication qui a toute matrice M = 4 ) associe fM)=M+(a+d)b. x —2 0 0 0)/(x 0
bd x={Y|exe-3n = [? % 0 Uy = .. = x=|°

Tz 0 0 -2 0]||z|" e “|o

t 0 0 0 0J\r t
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Ainsi, Ker(D —31) = Vect

o o o

1
Comme D -3I = g (f -3id),ona: Ker(f —3id) = Vect (L) car B' = (J1 — Ju, J2, J3, o).

- EXERCICE 3 -
Soit ¢ : Ry [X] — R, [X] qui a tout polyndme P de R, [X] associe ¢ (P)(X)=2XP(X)— (X2 -1)P'(X).
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R; [ X].
2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique de R, [X].
3. Lendomorphisme ¢ est-il un automorphisme?
4. On admet que la famille 2 = (1- X2, (1 + X)%, (1 - X)?) est une base de R, [X].
Déterminer la matrice D de l'endomorphisme ¢ relativement 2 la base % = (1 - X2, (1 + X)?, (1 - X)?).
5. Déterminer une base de Ker (¢).

ple)=eiy1 sil1<i<3

ples) =e;

- EXERCICE 4 -
Soit 2B = (e}, e2, 3, e4) la base canonique de R* et ¢ 'endomorphisme de R* par: {

1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base 28 puis calculer A*.
0001

On obtient par définitionde A: A=

2. En déduire que ¢ est un automorphisme et montrer que ¢~ = ¢°.
D’aprés la question précédente, on a A* = I donc AA® = I. Ainsi, la matrice A est inversible d’inverse A®
donc on en déduit que ¢ est un automorphisme et que ¢! = ¢°.

1 00 -1

- EXERCICE 5 - 100 -1

On considére la matrice A = 01 o —1l¢ Pendomorphisme f de R? dont la matrice dans la base cano-
001 -1

nique 4 = (e}, e2, €3, e4) de R* est A.
1. Déterminer Ker(A) puis donner le rang de la matrice A.
1

On obtient apres calculs : Ker(A) = Vect et dim(Ker(A)) = 1 car ce vecteur est non nul.

1
1
1

On en déduit d’apres le théoreme du rang que : dim(Ker(A)) +rg(A) =4 soit rg(A) =3.
2. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f).

* On a d’apreés le calcul précédent : Ker(f) = Vect((1,1,1,1)) donc ((1,1,1,1)) est une base de Ker(f) (un
vecteur non nul).

¢ On a avec des notations évidentes :
Im(A) = VECt(Cl, Cz, C3, C4) = Vect (C], Cz, Cg) car C4 = —C1 - C2 - C3

donc Im(f) = Vect((1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).
Comme rg(f) =rg(A) = 3, la famille ((1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) est une base de Im(f).

3. (a) Calculer f 4,
On calcule A? puis A% = A% x A? et on trouve A* = 0 donc f4 =0 (endomorphisme nul).
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(b) En déduire qu'il wexiste pas d’automorphisme g de R? tel que go fo g™ = f2.
Supposons qu'il existe un automorphisme g de R* tel que go fog™' = f2. Alors, ona:

_ 12
gofog =1 = (gofog™!) =f"=0
— gofog’logofog’lzo
S gofzog’I:O
= f*=g'og
B f2=0

Or 2 #0 (car A% # 0) donc il n'existe pas d’automorphisme g de R* tel que go fog™ = f2.

- EXERCICE 6 -
On note % = (e, e3, e3) la base canonique de R® et on considére 'endomorphisme f de R® dont la matrice

1 -1 3
1. Calculer A — 4 A. La matrice A est-elle inversible?
On obtient : A2 —4A=—4I.
Ainsi, on peut écrire : A((—1/4)(A—41)) = I ce qui montre que la matrice A est inversible d’inverse

A’l——l(A—4I)
=3 )

3 -1 1
danslabase Best: A=(2 0 2{.

2. Déterminer une base (u;, 1) du sous-espace Ker(f —2id).
On détermine d’abord Ker(A —21).

1 0

On obtient : Ker(A—-2I) = Vect ((1) , (1)) ce qui donne Ker(f —2id) = Vect((1,1,0);(0,1,1)) = Vect(uy; up).
0 1

Ces deux vecteurs étant non colinéaires, ils forment une famille libre donc une base de Ker(f —2id).

3. (a) Onpose us = ej + e, + e3 . Montrer que la famille (1, uy, u3) est une base de R3.
Ona: u; =(1,1,0), up =(0,1,1) et ug = (1,1,1). Montrons que (u1, Uy, u3) est libre.
Soit (a,b,c) eR3. On a:

a+c=0
am+buynm4:0c:aUJJD+MQLD+cﬂJJ):Oc3{ a+b+c=0 < a=b=c=0
b+c=0

Ainsi, la famille (u,, uy, u3) estlibre composée de 3 vecteurs de R avec dim(R3) = 3 donc c’est une base
de R%.
(b) Déterminer la matrice T de f dans la base (1, u,, u3) et vérifier qu’elle est triangulaire.
Comme u; € Ker(f —2id),ona (f —2id)(u;) =0donc f(u;) =2u,.
De méme: f(up) =2up.

1 3

Enfin,ona: A( ) = (4) donc f(u3z) = (3,4,3).
1 3

On "devine" les coefficients (sinon, on les trouve en résolvant un systéme) :

fu3) =(3,4,3)=(1,1,00+(0,1,1) + 2(1,1,1) soit f(u3) = uy + uz +2us.

2 01
Onobtientdonc: T =Matu,,u,u)(f)=]0 2 1

00 2
En écrivant T = 2] + N, déterminer ,pour tout entier naturel 1, la matrice 7" comme combinaison
linéaire de / et N, puisde I et T.

-

(c

001
T:2[+NavecN:(0 0 1).
000
La forme proposée incite a utiliser la formule du bin6me de Newton.
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Or,ona: N? =0 et comme les matrices I et N commutent, on obtient pour tout n € N :

2 (n
=Yy (k)Nk(znnk =2"T+n2"'N
k=0

puis en écrivant N =T —21 :
T"=2"1+n2"" YT -2D=n2""'T-(n-1)2"1

4. On admet qu'il existe une matrice inversible P telle que: A=PTP™,
Montrer que: VneN, A" =n2""'A—(n—1)2"1 puis vérifier que cette formule reste valable pour n = —1.
On a par récurrence immédiate : A” = PT" P!, ce qui donne :

A"=pT"pP!
=P(n2"'T—(n-1)2"1)P~' d'aprésla question précédente
=n2"'pTP !~ (n-1)2"Pp!
=n2"'A-(n-12"1

En remplacant n par —1, on retrouve bien la formule de A™! trouvée a la premiére question.

- EXERCICE 7 - 0 1 2 110 -6 1 1
On considere les matrices: A=|-1 2 2|, T=|0 1 1| et P=|-6 1 O0}.
001 0 -3 1
On munit Pespace vectoriel R® de sa base canonique % = (e, e, e3).
Soit f Pendomorphisme de R® dont la matrice représentative dans la base 23 est la matrice A.
1. Soient u, v et w les vecteurs définis pas: w=(1,0,1); v=f(w)-wet u=f(v)-v.
(a) Calculer les vecteurs v et u.
1 1
En notant W = (0), on obtient apres calculs: AW - W = ( 1 ) .
1 -3
Comme A est la matrice de f dans la base canonique de R®, on en déduit que: v = f(w)-w=(1,1,-3)
-6
De méme, AV-V =|-6|donc: u=f(v)-v=(-6,-6,0).
0
(b) Démontrer que la famille %’ = (1, v, w) est une base de RS,
Montrons que la famille B' = (u, v, w) est libre.
Soient alors (x,y,2) € R3 tels que xu+yv+zw=0.0naalors:

xu+yv+zw=0 < x(-6,-6,0)+y(1,1,-3)+2(1,0,1)=0
-6x+y+z = 0

— { —-6x+y =
-3y+z =

—-6x+y+z =
— z =

-3y+z =
— x=y=2z=0

oo o oo

Ainsi, la famille 8’ = (u, v, w) est libre et composée de trois vecteurs de R® qui est de dimension 3 donc
%' = (u, v, w) une base de R>.
(c) Déterminer la matrice représentative de f dans la base 2'.
On a d’apres I'énoncé :
e v=f(w)—wcequidonne f(w)=v+w.
e u=f(v)-vcequidonne f(v)=u+v.
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-6 -6

Deplus,ona: AU = A(—G) = (—6) =U, cequidonne:‘ f(u) = u.
0 0

Ainsi, la matrice de f dans la base &’ est :

1 10
Matggl(f): 01 1|=T
001

(d) Montrer que la matrice P est inversible et vérifier que T = P! AP (sans calculer P7}).
-6 1 1
Les opérations Ly «— Ly—L, puis L3 — L, du pivot de Gauss sur la matrice P donnent: P ~ ( 0 -3 1 )
0 0o -1
ce qui montre que P est inversible.
On vérifie alors par le calcul que PT = AP ce qui permet d’écrire: T =P AP,
(a) Soit N € /3(R). Montrer que si NZ:T, alors NT =TN.
SiN?>=T,alors NT = NN° = N> = NN = TN donc NT = TN.
a b c
(b) En déduire alors que N est de la forme: N :(0 a b),ot‘l a, b et ¢ sont trois réels.
0 0 a
a b c
EnnotantN:(d e f),ona:
g h i
a = a+d
a+b = b+e a = e
b+c = c+f d =0
a b c\(1 10 11 0\(a b ¢ d = d+g b = f
NT:TN@(d e f)(o 1 1):(0 1 1)(61 e f)<:> d+e = e+h << g 0,
g h iJ\0 0 1 00 1/\g h i e+f = f+i e =i
§ = & g =0
g+h = h h =0
h+i = i

a b c
cequidonnebien N=[0 a b]|.

(c) Démontrer alors que 'équation matricielle N? = T admet exactement deux solutions : N et N.

a b c
D’apreés la question précédente, il s’agit de chercher les matrices N de la forme N = (0 a bJ qui
0 0 a
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vérifie N> =T.Or,ona:

10 a®> 2ab b*+2ac 110
1 1|0 2ab |=|0 11
01 0 0 a? 00 1

P +2ac =
a =1 = -1
1 1
b = — b = —
<~ 2a ou 261
_b2 —b2
c = — c = —
2a 2a
=1 a = -1
1 1
= = 5 ou = 75
21 12
c = —— c = =
8 8

ce qui donne bien deux solutions :

1 1/2 -1/8 -1 -1/2 1/8
N=[0 1 1/2| et =0 -1 -1/2].
0 0 1 0 0 -1
3. Montrer que I'équation matricielle M? = A d’inconnue M € ./;(R) admet exactement deux solutions que
Pon écrira en fonction de P, P~!, N; et N,.
On a, en utilisant la relation T = P~ AP qui donne A= PTP™:
M?=Ae M*=PTP™!
= P 'M?P=T
— (P'MP)’=T
— P 'MP=N, ou P 'MP=N, d’apres la question précédente
= M=PN;P"' ou M=PN,P!

Ainsi, I'équation matricielle M? = A admet exactement deux solutions : M = PN, P~ et M= PN,P~ L.

4. Lensemble E des matrices M appartenant a ./ (R) telles que M” = A est-il un espace vectoriel?
La matrice nulle n’appartient pas a E (O? # A) donc E n’est pas un espace vectoriel.

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 8 -

Soit f € £ (R®) tel que f #0et fo f =0.

1. Montrer, en raisonnant par 'absurde, que f n’est pas bijectif.
Supposons f bijectif. Alors ! existe et on a alors :

fof=0= fTofof=[T"00=0= f=0
ce qui est contraire aux hypotheéses. Donc f n’est pas bijectif.
2. Montrer que Im ( f) est inclus dans Ker (/) puis en déduire les dimensions de ces deux espaces vectoriels.

* Il s’agit de montrer que si x € Im ( f) alors x € Ker ().

Soit x € Im (f). Alors, il existe y € R® tel que x = f(3).

Ainsi: f(x) = f(f(y)) =0 par hypothése donc x € Ker (f)

Ainsi, on a bien : Im (f) < Ker(f). D
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* D’apres le théoréeme durang, ona:
dim®*) =3 = dim(Im(f)) + dim(Ker(f))

Mais comme Im (f) < Ker (), on en déduit que : dim(Im(f)) < dim(Ker(f)).
Ainsi, les seuls entiers susceptibles de vérifier le théoreme du rang sont :

dim(Im(f)) =0 et dim(Ker(f)) =3 ou dim(Im(f))=1 et dim(Ker(f))=2

Comme f # 0, la premiére solution n’est pas possible et donc : dim(Im(f)) =1 et dim(Ker(f)) = 2.
3. Soit u e R tel que u ¢ Ker(f).
(a) Montrer que f(u) € Ker(f).
Ona: f(f(w)=f*(w) =0car f? =0 par hypothese donc f(u) € Ker(f).

(b) Justifier que 'on peut trouver un vecteur v appartenant a Ker(f) mais non colinéaire a f (u).
Supposons que tout v appartenant a Ker(f) soit colinéaire a f (). Alors, on aurait Ker(f) = Vect(f (u))
et dim(Ker(f)) = 1. Or, on a vu que dim(Ker(f)) = 2 donc il existe un vecteur v appartenant a Ker(f)
mais non colinéaire a f(u).

(c) Montrer que la famille (u, f ), v) est une base de R® puis déterminer la matrice de f dans cette
base.
Montrer que la famille (u, fw), V) est libre. Soit (a, b,c) € R3.On a:

au+bf(u)+cv=0
= af(w)+bf>(w)+cf(v)= f(0) encomposant par f et par linéarité

= af(u)=0 car f(u)€Ker(f), veKer(f)
=a=0 car f(u) #0(u¢Ker(f))

On a alors en utilisant que f(u) et v sont non colinéaires donc forment une famille libre :

b=0

bf(u+cv=0= {
c=0

Ainsi, a = b= ¢ = 0donclafamille (u, f(), v) estlibre et composée de 3 vecteur de R® avec dim(R®) = 3
donc c’est une base de R®.

000
La matrice de f dans cette baseest: T=[1 0 0
000
0o 1 -1
4. Application. Soit g€ £ ([R3) dematrice A=|0 -1 1 |danslabase canonique de R°.
0 -1 1

Vérifier que g vérifie les hypotheses de 'énoncé ( g # 0 et g o g = 0) puis en utilisant 'étude précédente,

000
déterminer une base de R® dans laquelle la matricede gest T=|1 0 0) .
000

A#0 et A% =0 donc g vérifie les hypotheses de I'énoncé.
Pour obtenir la matrice demandée, il s’agit de suivre la méthode explicitée précédemment dans ce cas
particulier.

* On cherche u ¢ Ker(g). Le vecteur u = (0, 1,0) n'appartient pas a Ker(g) (car g(u) #0.
¢ Puis, on obtient facilement : Ker(g) = Vect((1,0,0);(0,1,1)).

On aalors g(u) = (1,-1,-1), et on choisit v = (1,0,0) € Ker(g) et non colinéaire a g(u).
D’apres I'étude précédente, la base (u, g(u), v) répond a la question.
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