ECG2 Probabilités 1 - Variables aléatoires a densité

- EXERCICE 1 - 0 si x<0
1. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F définie par: F(x) =

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

0 six<0
2. Soit @ > 0 et X une variable aléatoire de fonction de répartition F définiepar: F(x) =< 1-(1-x)* si x€[0, 1[.
1 six>1

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

ax(l-x) sixe]0, 1]

- EXERCICE 2 -
1. Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = {

0 sinon
(a) Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.
(b) Calculer, si elles existent, 'espérance et la variance de la variable X dont une densité est la fonction f.

0 sit<l
2. Mémes questions avec h(t)={ alnt .
sit>1
tS
- EXERCICE 3 -
Pour éviter les problemes techniques et simplifier les calculs, vous pouvez traiter cet exercice en posant b = 1.
0 six<b
Soient a et b deux réels strictement positifs et f la fonction sur R par: f:x— be . .
a—g six> b
X

1. Démontrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f.
Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

3. Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1 et donner sa valeur lorsqu’elle existe.
4. On suppose dans cette question que b =1 et on note W = In(X).

(a) Donner I'expression de Fx dans ce cas particulier (b = 1).

(b) Déterminer la fonction de répartition Fyy de W.

- EXERCICE 4 - —lxl g
e si —In2 < x<In2
On considére la fonction g définie sur R par g: x — { ST

0 sinon
1. Montrer que g est une densité de probabilité. On pourra commencer par étudier la parité de la fonction g.
2. Onnote X une variable aléatoire de densité g.
0 six<—In2
si—-In2<x<0
(a) Déterminer la fonction de répartition de X. On obtient : Fx(x) =
—e ¥ s5io<x<In2
six>In2

(b) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
3. Onpose Y = |X]|.

(a) Montrer que Y est une variable a densité et déterminer une densité Y.

(b) Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
4. On pose Z = X2,

(a) Montrer que Z est une variable a densité et déterminer une densité Z.

(b) Montrer, en utilisant le théoreme de transfert, que Z admet une espérance et la calculer.
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- EXERCICE 5 - 0 six<0
1. On considere la fonction F définiesurRpar F:x—<{ x sixe[0;1].
1 six>1
Montrer que F est une fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité que 'on notera U.
On dit que U suit la loi uniforme sur [0,1].
ue—ax
2. Soit a € R}. On considére la fonction f définie sur R par f: x — ———.
(1+e~9%)
(a) Montrer que f est une densité de probabilité.
(b) On note X une variable aléatoire de densité f. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Onsuppose que a =1.

(a) Montrer que la fonction & définie sur |0, 1[ par h: x— In (%) réalise une bijection de ]0, 1[ sur R.
- X

U
(b) Onpose Z =1n (1 U) ol U est définie a la question 1.

Déterminer Z(Q2) puis montrer que Z suit la méme loi que X (avec a =1).

- EXERCICE 6 - 1 x>0
On définit sur R la fonction f par: f(x) = xv2x
0 sinon.

1. (a) Montrer que f est une densité de probabilité.
(b) Soit X une variable dont f est une densité. Déterminer la fonction de répartition de X, notée F.
(c) Calculer P(X > 4) puis Pix>4)(X <8).
(d) X admet-elle une espérance?
On considere trois variables X, X», X3 indépendantes et toutes de méme loi que X.
2. On pose V =sup(Xi, X», X3) et on admet que V est une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition H de V.
(b) Montrer que V est une variable a densité, et donner une densité de V.
(c) Lavariable V admet-elle une espérance?
3. On pose U =inf(X;, X», X3) et on admet que U est une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition G de U.
(b) Montrer que U est une variable a densité, et donner une densité de U.
(c) Montrer que U admet une espérance et la calculer.

- EXERCICE 7 -

1
(0] idere la foncti défini Rpar: VxeR, =—.
n considere la fonction f définie sur R par: Vx fo EREATE

. . e 2 teo ]
1. Montrer la convergence et déterminer la valeur de I'intégrale T e dx.
0 X

2. Ftudier la parité de f puis montrer que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire admettant f comme densité et F la fonction de répartition de X.

3. X admet-elle une espérance?
4. Onpose Y =In(1+|X]) et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur 'espace
probabilisé (Q, </, P).
(a) Déterminer Y ()
(b) Exprimer la fonction de répartition G de Y al’aide de F. On ne cherchera pas a calculer F.
X X s
(c) En déduire que Y admet pour densité la fonction g définie par: g(x) = {ie ! (e - 1) Zi i f(()) .

(d) Déterminer I'expression de g.
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Pour aller plus loin...

- EXERCICE 8 -
Pour tout réel x, on note [x] la partie entiere de x, c’est-a-dire I'unique entier vérifiant : [x] < x < [x] + 1.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A > 0), c’est -a-dire admettant comme
1-e™ six>0
sinon.
On pose Y = [X], Y est donc la partie entiere de X etona:VkeZ (Y=k=(k<X<k+1).

fonction de répartition la fonction F définie sur Rpar: VxeR, F(x)=

1. (a) Montrer que Y prend ses valeurs dans N.
(b) Pour tout k de N*, calculer P(Y = k—1).
(c) En déduire que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on donnera le parameétre.
(d) Donner l'espérance etla variance de Y + 1. En déduire 'espérance et la variance de Y.
2. Onpose Z=X-Y.
(a) Déterminer Z(Q).

(b) Montrerque: [(Z<x)N(Y =kb)]=[k<X<k+x].
1- —Ax
(c) Endéduire que: Vxel[0,1[, P(Z<x)=

(d) En déduire une densité f de Z.
(e) Déterminer I'espérance E(Z) de Z.

l1-e '
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