ECG2 Probabilités 1 - Variables aléatoires a densité - Un corrigé

- EXERCICE 1 -
Remarque : Dans cet exercice, on nous dit que F est une fonction de répartition, il est inutile de vérifier que
F est croissante sur R et que lim F =0 et limF =1.

—00 (e )

1l faut vérifier que F est de classe € sauf éventuellement en un nombre fini de points puis vérifier que F est
continue sur R (étudier éventuellement les limites aux points de recollement), puis la dériver pour obtenir
une densité.

0 si x<0

X

1. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F définie par: F(x) = 2 . .
1—[1+§) e six>0

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

* F est nulle donc de classe € sur]—oo, 0].
F est de classe € sur ]0, +oo[ (ouvert en 0) comme somme, produit et composée de fonctions €.
Ainsi, F est de classe €' sur R*.

* En particulier, F est continue sur R*.

xX\2

De plus, lirg 0= lirg+ 1- (1 + E] e *=0=F(0) donc F est continue en 0 donc sur R.
x—0" x—

Donc X une variable aléatoire a densité.

En dérivant F pour tout x € R* et en choisissant par exemple f(0) = 0, une densité f de X est:

si x<0

fa= [1+g)e"‘ six>0

N & @

0 si x<0
2. Soit @ > 0 et X une variable aléatoire de fonction de répartition F définiepar: F(x) =< 1-(1-x)* si x€][0, 1[.

1 six>1
Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.
0 six<0
Fx)=<1-(1-x% sixel0, 1][.
1 six>1

« F est constante donc de classe € sur ]—oo, 0[ et]1, +ool.
F est de classe € sur ]0, 1] comme somme et composée de fonctions ¢l.
Donc F est de classe €' sur R\ {0, 1}.

e En particulier, F est continue sur R\ {0, 1}.
De plus, liI’{)l 1-1-x%= lir{)l 0=0=F(0) et linll 1-1-x%= lirgl 1=1=F(1) donc F est continue en
x—0* x—0~ x—1- x—1*
Oeten 1doncsurR.

Donc X une variable aléatoire a densité.
En dérivant F pour tout x € R\ {0, 1} et en choisissant par exemple f(0) =0 et f(1) = 0, une densité f de X
est:

0 si x<0
fx) =< a@-x0%"1 sixelo, 1]
0 six>1
- EXERCICE 2 - .
1- e[0,1
1. Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = {ax( ) s{ xel0, 1
0 sinon

(a) Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité.

* x(1-x) > 0sur [0, 1] donc f est positive sur R ssi a > 0.
¢ f est clairement continue sur R\ {0, 1}. D
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+00
¢ On cherche a tel quef f(x)dx=1.0r,0ona:
—00

1

+00 1
f f(x)dx:f ax(l—x)dx:af x—x*dx=a
—00 0

x? x3] B
0 2 3o

S2N S

+00
doncf ax(l-x)dx=1 < a=6.

o0
Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si a = 6.

(b) Calculer, si elles existent, 'espérance et la variance de la variable X dont une densité est la fonction
f.
¢ E(X) existe
+00
ssi tf(t) dt converge absolument

—00
1

1
ssi f tf(n)dt= at*(1 -1 dr converge (car f est nulle hors de [0, 1]).
0
Cette derniére intégrale n'étant pas impropre, elle converge et E(X) existe.
On obtient apres calculs (en remplacant a par 6) :
1 1 1
E(X) =f 61%(1 - t)dt:6f ?-dt=-==
0 0 2

¢ De méme, E(Xz) existe
+00

ssi f £* f(t) dt converge absolument
T 1

ssi f tzf(t) dt :f at’(1- 1) dr converge.

Cetteoderniére intégorale n’étant pas impropre, elle converge donc X admet un moment d’ordre 2

donc une variance.

On obtient apres calculs (en remplacant a par 6) :

1 3 1
E(X) = = et E(X?) :/ 61— dt=---= — onen déduit V(X) = —.
2 0 10 20
0 sift<l
2. Mémes questions avec h(t) =1 alnt
3 sit>1

(a) * In(#) > 0 pour tout ¢ > 1 donc k est positive sur R ssi a > 0.
¢ h est continue sur |—oo, 1[ (constante) et sur |1, +oo[ comme quotient de dénominateur non nul
donc h est continue sur R\ {1}.

t©glnt tolnt
¢ On cherche a tel quef po dz =1 soit af ?dtzl.
1

Cette intégrale est impropre en +oco. On pose A > 1 puis on fait une IPP.

Alnt
ra

_[ In@®
Tl o2r
+00
h(t)dt =1 donne a = 4.
Ainsi, h est une cig?lsité de probabilité si et seulement si a = 4.
(b) * E(X) existe
+00

ssi th(t) dt converge absolument

4 In@ 1 1 1
= — —_——_— — =
. 242 4A2 4 A—tood

A+ Al ln(A)+[ 1
23T T 242 412

La condition

+00 +00 hl t
ssi f th(t)dt = 4/ - d¢ converge car h est nulle sur ]-oo, 1],
1 1

Alnt
On calcule par IPP l'intégrale 4 / ) dt puis on fait tendre A vers oo.
1

Alnt In(n1* 41 In(A) 11" In@ 1
—dr=|-—= +f Sdt=———+|--| =- -~ 41 — 1
1 2 r 1 2 A t] A A A—+00
L . t©Int
Ainsi, E(X) existe et : E(X):4f 7dtz4.
1
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e Comme h est nulle sur ]—oo, 1[,ona:
+00 +0o +oo t
E(X?) existe ssif tzh(t)dt:f tzh(t)dt:4f dt converge.
00 1 1

On calcule l’intétc;rale (intégrande de la forme v’ x u)

4, Alnt A
f t h(t)dt:4f — dt=4[n(n(1)]] — +oo
1 1t A—+o0

+00
Donc f tzh(t) dt diverge donc X n'admet pas de moment d’ordre 2.
1

Remarque :

nt _ 1
On aurait pu aussi faire un TCIFP en remarquant que pour tout ¢ > 3, - = P > 0 et conclure que

+00 Int +oo 1
f nT dt diverge car f P dt diverge.
1 1

- EXERCICE 3 - 0 six<b

Soient a et b deux réels strictement positifs et f la fonction sur Rpar: f:x— b4

a six}b'

xﬂ+l

1. Démontrer que | est une densité de probabilité.

* f estpositive sur Rcar a>0etb>0.

¢ f est définie et continue sur R\ {b} comme constante sur ]—co, b[ et comme quotient de dénominateur

non nul sur 1b, +oo[ (x > b >0).

+00 a

+oo +oo a
* Lintégrale f(x) dx converge ssi l'intégrale f flx) dx = f <t dx converge car f = 0 sur
—00 b b
a

]—o0, b[. Or, x — a

—-7 est continue sur [b, +ool, I'intégrale est impropre en +oo.
Soit A>b.Ona:

—a

=1- — 1 cara>0
aA? A—+co

A bé A
f %dx:ab“f x "l dx=ab®|Z =
b X b

A —-a -a a
A b ab
e
—-a ( )

b —a —a

+oo +o0
Ainsi, 'intégrale f fx)dx= f f(x) dx converge et vaut 1.
—0co b

Ces trois points montrent que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f.

Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
t

Pourtout teR,ona: FX(t):f fx) dx.

t

esit<b,ona: FX(t):f 0dx=0.
00

e sit> b, onadapres les calculs de la question précédente (en remplagant A par ¢) :

b . pa ab? b\
Fx(t):_[modx+f[} amdle— Py :1—(?)
0 sit<b
1—(1;]“ sit>b

3. Montrer que X admet une espérance si et seulement si a > 1 et donner sa valeur lorsqu’elle existe.
E(X) existe

+00
si et seulement si f xf(x)dx CVA
—00

Ainsi,ona: Fx(t) =

+00 a
si et seulement si x——dx CVcar f =0sur|—oo, b]
b xa+1

a

+00 a
si et seulement si f dx CV.
o ]
-3/16-

* Sia< 1, cette intégrale diverge (intégrale de Riemann).
e Poura>1,onapour A= Db,:

A ab? A —a+1 14 A—a+1 b—a+1
/ dx= ab“/ x “dx=ab” =ab* [ -
p x@ b -a+1]p, -a+1 -a+1
B ab“ ab®
T (a-1)b%l (a-1)Ae-]
_ab ab*
T(a-1) (a-1)A%!
ab . a-1
— cara>1 = a-1>0 = lim A" =+c0
A—+oo (a—1) A—+o0
. . . . ab
Ainsi, E(X) existe si et seulementsi a>1etdanscecas: E(W) = ﬁ'
4. On suppose dans cette question que b = 1 et on note W = In(X).
(a) Donner I'expression de Fx dans ce cas particulier (b = 1).
0 siz<1 (g sit<1
Onad’apreéslerésultatdela question2 (aveca=1): Fx(f) = 1\* X = —a X .
1—; sit>1 1-¢ sit>1

(b) Déterminer la fonction de répartition Fy, de W.
Comme X(Q) = [1, +oo[, ona W(Q) =R, car W =In(X).
e Six<0, Fiy(x) =0car W(Q) =R,.
e Six>0,ona:

Fw(x) =P(W < x)=P(n(X) < x)
=P(X <e") parcroissance de la fonction exp
= Fx(e")
=1-(e")™ car x>0=>e">1 doncdeuxieme formule de Fx

:l_e—ux

Ainsi Fur(x) 0 six<0
insi,ona: x) = _ . .
w 1-e ™ six>0
e ™ si —In2<x<In2

0 sinon

- EXERCICE 4 -
On considére la fonction g définie sur Rpar g: x — {

1. Montrer que g est une densité de probabilité. On pourra commencer par étudier la parité de la fonction

g.
On remarque que g est paire car Vx€R, |—x|=|x|.

y

1/2

-In2) O In(2)

* g est définie et positive sur R.

* gestcontinue sur R\{-1n(2),In(2)} comme composée sur |- 1n(2), In(2)[ et comme constante sur ] —oo, —In(2)[L

1In(2), +ool.
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+00 In(2)
e Lintégrale f gdt= f g(1) dt converge car g est continue sur [—In(2), In(2)].
—In(2

—00
Pour le calcul, on utilise la parité de g. Ona:

+00 In(2)
f gndt= f g(t)dt car g estnulle hors de |-In(2), In(2)[
—00

—In(2)

In(2)
Zf g(t)dt parparitéde g
0

In(2)
2 f e 'dr formule de g sur cet intervalle

In(2)
= f e 'dt car|t|=tsur]0, In@2)[
=2[-

1 1 1
,t]ln(z) ( e—ln(2)+1]:2 _ +1|=2|-=+1|=2==1
eln(@ 2 2

Ces trois points montrent que g est une densité de probabilité.

2. On note X une variable aléatoire de densité g.

0 six<—-In2

1
— si—-ln2<x<0
(a) Déterminer la fonction de répartition de X. On obtient: Fx(x) = 2
—-e* sio<x<In2

six>In2
X
Par définition: VxeR, F(x)=P(X < x) :f g(ndt.

e Si x<-1In2, alors .
F(x):f 0dt=0

—oo

¢ Si—In2 < x<0,alors
X
F(x)=f gy dt
—00

In2 X
= [ 0dt+ f e "'dt  formules de g sur ces intervalles
- —In2

00
X
:0+f e'dt car|t|=—tsur]-In(2), 0[
—In2

1

— [et]flnz — ex_e—ln(Z) e
2

¢ Si0 < x <In2, alors avec le méme principe de découpage :

X
Hm:f gde

—In2 0 X
:f Odt+f e"("”dt+f e 'dt car|t|=—tsur]-In(2), 0[ et|f] = tsur ]0, In(2)[
— —In2 0

0 _
=0+ [e'] ), +[-e t]g

¢ Si x>In2, alors

F(x)zf g(ndr

+00
:f g(t)dt car g estnulle sur ]x, +oo[ car x >1n2
—00

=1 car g estune densité de probabilité D
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0 six<—-In2

X 1 :

ef—— si-In2<x<0
Onadonc F(x) = 3 2

——e* si0<x<In2

Lol \S)

six>1In2
(b) Montrer que X admet une espérance et la calculer.
E(X) efiste
(e9)

ssi tg(t) dt converge absolument
—00

In(2)
ssi f re”!" d¢ converge (car g est nulle ailleurs).
-In@)

Cette derniere intégrale converge car t — te
propre) donc E(X) existe.

—ltl

In(2)
D’autre part, la fonction t — te™'*! étant impaire, ona: E(X) :f redr=o0.
In2)

In2)
Remarque : Si on ne pense pas a cet argument de parité, il faut calculer E(X) = f re” !
~In@)

0 In(2)
f te”dt+/ te”'dt parIPP
~In@) 0

3. Onpose Y = |X]|.

(a) Montrer que Y est une variable a densité et déterminer une densité Y.
Rappel méthode :
11 s’agit de déterminer Y (Q) puis la fonction de répartition de Y (en faisant apparaitre celle de
enfin de vérifier que celle-ci est de classe ¢! sur R sauf en quelques points et continue sur R.

est continue sur [-In(2), In(2)] (intégrale non im-

dt =

X) et

Comme g est nulle en dehors de [-1n(2), In(2)], ona: X(Q) = [-1In(2), In(2)], de qui donne: Y(Q) =

[0, In(2)].
Ainsi,ona:

esit<0: Fy()=P(Y <=0
esit>In2): Fy()=P(Y <t =1.
e site(0,In(2)],ona:
Fy(n=PY<n=P(IXI<D
=P(-t< X<
=Fx(t) - Fx(=1)

3 1
:——e"’—(e"’——) =2-2¢"
2

=1=

2
en prenant garde a utiliser les bonnes formules dans Fx(¢) avec ¢ € [0, In(2)] et — ¢ € [-1n(2), 0].
0 sit<0
Onobtientalors: Fy(f)={2-2¢ ! sio<t<In2.
1 sit>In2
Ainsi, Fy est clairement de classe %" (donc continue) sur R\ {0,In(2)}.
De plus, lim Fy (1) = lim Fy(1) =0 = Fy(0) et lifﬁ}z) Fy(n) =2-2¢ 0@ = elf@) =2- g

Fy(In(2) donc Fy est continue en 0 et en In(2) donc sur R.

Ainsi, Y est une variable aléatoire a densité et on obtient une densité fy de Y en dérivant Fy sur

0 sit<0
R\ {0,In(2)} et en choisissant fy(0) =0 et fy(In(2)) =0soit: fy(?) = 2¢’! si0<t<In2.
0 sit>1n2
(b) Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
E(Y) existe
+00
ssi f tfy (¢) dt converge absolument
—00
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In(2)
ssi f 2te T dt converge (car fy est nulle ailleurs).
0

Or, on a par IPP avec u(t) =2t et v(t) = —e~! deux fonctions de classe €" sur [0, In(2)] :
In(2) In(2)
f 2te”"dr = [—2te"]g"2)+[ 2e7! dt
0 0

= -2In@)g "+ [-2e7]0@®
=1/2
=-In@) -2e""@ 4+2=1-1n()
donc E(Y) existeet E(Y) =1-1n(2).
4. Onpose Z = X2,
(a) Montrer que Z est une variable a densité et déterminer une densité Z.

Comme X(Q) = [-In(2), In2)],ona: Z(Q) = [0, (In(2))?].
Ainsi,ona:

esit<0: Fz()=P(Z<1)=0.
o sit> (ln(2))2: Fz;(t)=P(Z<1t)=1.
esite|0, (ln(2))2], ona:
Fz()=P(Z<H=P(X*<D)
=P(—VI<X<VD)
=Fx(Vt) = Fx(-VD
:§—e"ﬁ—(e"ﬁ—%]:2—2e"ﬁ

2
en prenant garde a utiliser les bonnes formules dans Fx(¢) avec ¢ € [0, In(2)] et —¢ € [-1n(2), 0].
0 sit<0
Onobtientalors: Fz()={ =2-2¢"V" si0<t<(In@)?.
1 sit> (In(2))?
Ainsi, Fy est clairement de classe € (donc continue) sur R\ {0, (In(2))?}.
De plus, tl_i.%l Fz(1) = tlir(r)l_ Fz(t) =0 = Fy(0) et tﬁl(}r?gz))ZFY(t) —90_ 2@ _ .. _1= F,(In(2) donc

Fy est continue en 0 et en (In(2))? donc sur R.
Ainsi, Z est une variable aléatoire a densité et on obtient une densité f; de Z en dérivant F, sur
R\{0, (In(2))} et en choisissant f7(0) = 0 et f2((In(2))?) = 0 soit (dérivée d'une composée pour e™*7) :
0 sit<0
1 g )
=< —e si0< t< (In(2)°.
fz(® i

0 si t > (In(2))?
(b) Montrer, en utilisant le théoréme de transfert, que Z admet une espérance et la calculer.
D’apres le théoréme de transfert, on a avec Z = X2
E(Z) = E(X?) existe
+00
ssi t2 fx (1) dt converge absolument

00

In(2)

ssi f r2e7!" dt converge (car fy estnulle ailleurs).
-In(2)

Cette derniére intégrale converge (fonction continue) donc E(Z) = E(X?) existe.
Ainsi,ona:
In(2)
E(2) =f Pe ! dt
~In@)

1n(2)
= 2[ r?e7!ds  car t— r>e7" est paire
o

In(2)
On calcule ensuite et dr par IPP avec u(t) = et v(r) = —e~! deux fonctions de classe €' sur
0
[0, In(2)] : :
In(2) In(2) n(2 2
f et de=[-2e |0 + f 2¢7 dt = —(In@)%e ™ +1-In(2) = 1 - In(2) - . n(z )
0 0

——
=E(v) déja calculé

(In(2))?
2

Finalement: E(Z) =2 (1 —-1In(2) - ) =2-2In(2) - (In(2))%.

- EXERCICE 5 - 0 six<O
1. On considére la fonction F définiesur Rpar F: x—{ x sixe[0;1].

1 six>1
Montrer que F est une fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité que I'on notera U.
On dit que U suit la loi uniforme sur [0, 1].
Remarque : Ici, on ne sait pas que F est une fonction de répartition. Il faut donc vérifier les 4 points (cf
cours).

¢ Par définition, on a directement (F constante) : xliglw F(x)=0et xl_iHlmF (x)=1.

¢ F est clairement croissante sur R (affine sur [0; 1] et constante ailleurs).

* F est clairement de classe €' (donc continue) sur R\ {0, 1}.

¢ De plus, [lirg F(x) = xliﬂr{)lﬁ F(x)=0=F(0) et ltlll} F(t) =1 = F(1) donc F est continue en 0 et en 1 donc sur
R.

Ainsi, F est une fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.
ae—ux
2. Soit a € R}. On considére la fonction [ définie sur R par [ : x — m
+e~
(a) Montrer que f est une densité de probabilité.
¢ f estpositive sur R car a > 0.

¢ f estcontinue sur R comme quotient de dénominateur non nul.

+00
¢ Lintégrale f f(x) dx estimpropre en —oo et en +oco.
—00
p— u,
On connait une primitive (f de la forme —-). On calcule :
u

fﬂ ae™ d 1 ° 1 1
xX=
A (1+e9%)?

1
=== - cara>0.
(1+e 9%
0 1
Ainsi, f fx dx:E.

4 2 (1+e94)1——002

—00
De méme:
A 1 A 1 1 1
fx) dx= — = -— — 1-- cara>0.
o 1+e [y (1+e04) 2440 2

+00 1
Ainsi, f fx)dx=—-.
0 2

+00
On conclut avec la relation de Chasles que f f(x) dx converge et vaut 1.
—00

(b) On note X une variable aléatoire de densité f. Déterminer la fonction de répartition de X.
On obtient d’apres les calculs précédents: VxR :

* 1 1 1
= lim — =
A A——co(l+e79) (1+e7%4) (1+e %)

X X
Fx(x):f f(©)dt= lim f f(n)yde= lim
—00 A—-c0JA A——

0

(1+e-0%)

3. Onsuppose que a = 1.

(a) Montrer que la fonction / définie sur |0, 1[ par /: x — In ( I a ] réalise une bijection de |0, 1[ sur R.

. _
X— 1-% est dérivable sur 0, 1[ car quotient (x # 1) et a valeurs dans R (car x>0et1—x>0).
-Xx
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t — In(¢) est dérivable sur R donc h est dérivable sur |0, 1[ par composition. On a pour tout x € ]0, 1[: Finalement 'intégrale f+oof(x)dx OV etvant 1
—00

1-x+x
h ) =42 X)z __1 > Ces trois points permettent d’affirmer que f est une densité de probabilité.
= EEE) (b) Soit X une variable dont f est une densité. Déterminer la fonction de répartition de X, notée F.
13
Ainsi, h est continue et strictement croissante sur 0, 1[ donc réalise une bijection de ]0, 1[sur }6111} h(x), }6111}) h(x)| = Pour tout te R, ona: Fx(f) = f fxdx.
]—o00, +00l. ) —co
En effet, lin} %= +00 par quotient donc lirr} h(x) = +oo par composition. De méme pour lirr(1) h(x). e Sit<2,0na: Fx(t)= f 0dx=0.
x—11- X— X— -0
U e Sit>2,0onadapresle calcul de la question précédente, en remplacant A par ¢ :
(b) Onpose Z =1n ( 1 U) ou U est définie a la question 1. ¢ P p 4 NG P plag b
Déterminer Z(Q)) puis montrer que Z suit la méme loi que X (avec a = 1). Fx()= j: Oof (x)dx= fz fodx=1- \7,:
I s’agit de montrer que Z a méme fonction de répartition que X. 0 sir<?
D’apres la question précédente, ona: X(Q) =10, 1{donc Z(Q) = h(X)(Q) =]-o00, +oo[ = Final t . Fx(p) = V2 b
On a pour tout t€R: inalementona: ExtD=4, V2 G,
U
Fz(=PZ<= (ln (1 U) ) (c) Calculer P(X > 4) puis Px>4(X <8).
Ona:
=P ( 1= < et) car esp est croissante
=P(U<L e(l—U)) carl-U>0 PX2>24)=1-P(X<4)
=P(U+e'U<e’ =1-P(X<4) carvariable a densité
:P(U(1+e) e’ =1-Fx(4)
V2
=P|lU<L =1-1+4— card4d>2
( 1+et ) Vi >
V2
=P|lU<L =
( T+ e‘f) 2
=F ( T+e ) car F est la fonction de répartition de U D’autre part :
P(X=24)N(X<8)
Or pourtout t€R,ona — €10, 1[ et on sait que F(x) = x pour x€]0, 1[. Pix>4(X<8) = —————
t P(X>4)
<
On obtient donc: Fz(t) = F( - ) = — = Fx(t)aveca=1. _ Pa<X<8)
l+e ) 1+e ! P(X>4)
Ainsi, Z suitla méme loi que X (avec a =1). _ Fx(8)— Fx(4)
EXERCICE 6 1 P(X>4)
- EXERCICE 6 - .
six>2 V2 _q14¥2 2 V2o
Ondéﬁnitsur[Rlafonctionfpar:f(x):{x 2x . :1_\/;; 1+\/1: e T2 _ 15\/2:—1+\/§:1_L:1_£
0 sinon. V2 V2 V2 V2 V2 2
1. (a) Montrer que [ est une densité de probabilité. 2 2 2
* xV2x > 0sur [2, +oo[ donc f est clairement positive sur R. (d) X admet-elle une’ espérance?
* f ets continue sur ]2, +oo[ comme quotient (de dénominateur non nul) de fonctions continues et X ad‘}},ﬁt une esperance
sur |—oo, 2[ comme constante. Ainsi, f ets continue sur R\ {2}. ssi f xf(x)dx CVA
—00
, +00 +00 1
* Lintégrale f fx)dx CV ssi f fx)dx CV car f estnulle sur ]-oo, 2[. Soit A>2.0na: ssi f xf(x)dx CV car f est nulle sur |—oo, 2[ et positive ailleurs ssi f de V.
2 2 X
1 —3/2+41 14 e . too ] , L
f f 2= — | X Or, I'intégrale de Riemann —dx DV (a=1/2 <1) donc X n'admet pas d’espérance.
2 x\/2x 21-3/2+1], 2 VX
1 A On consideére trois variables X;, X», X3 indépendantes et toutes de méme loi que X.
= 75 [—2x ]2 2. Onpose V =sup(Xj, X2, X3) et on admet que V est une variable aléatoire.

(a) Déterminer la fonction de répartition H de V.

_1 “1/2 | 5 5112
v [-247""+2.277] 1l s’agit de déterminer pour tout réel x, H(x) = P(V < x).

NG Commengons par remarquer (théoréme non officiel des Daltons!) que [V < x] = [(X; <) N (X < x0) N (X3 <
=1-——  apres simplification En effet, si [V < x]i.e [sup(Xl,Xz, X3) < x] alors pour tout i € [[1; 3] comme X; < V (par définition), on
VA a: X;<xdonc[(X; <x)n(Xo <x)Nn(X3<x)].
Ao 1 par quOUeTtl] Réciproquement, si [(X; < x) N (X2 < x) N (X3 < x)], V (qui est 'un des X;) est également inférieur a x
-9/16- -10/16—



soit [V < x]. On aalors:

On a alors : G(x) = P(U< x)
H(x)=P(V < x) = P (sup(Xi, Xz, X3) < x) =1-PU>x)
=P <N (X < 0N (X3 < x) =1~ P(sup(Xi, Xz, X3) > x)
=P(X; <X)P(X; <x)P(X3<x) parindépendance des X; =1-P((X1 > x)N (X2 >x) N (X3 > X))
= (P(X < x))® carles variables suivent la méme loi que X =1-P(X; >x)P(Xy > x)P(X3>x) parindépendance des X;
0 six<2 =1-(P(X>x))® carles variables suivent la méme loi que X

- 3
= v2\° d’apres la fonction de répartition de X =1-(1-Fx(x)
1-— si x>2

On a alors en utilisant la fonction de répartition de X :
3 .
-(1- <
(b) Montrer que V est une variable a densité, et donner une densité de V. 1-1-0 sl xs2
D’apres la question précédente, ona: H(x)=(P(X < 1) soit H(x) = FX(x)3. G(x)
Ainsi, H est continue sur R comme composée.
De plus, H est de classe €' surR\ {2} comme composée (car F, est de classe €' surR\ {2} et t — 2 de

3
2
1- 1—1+£ six>2
Vx

classe €' sur R). 0 3 sixs2
Donc V une variable aléatoire a densité. = - ¥2 §ix>2
On obtient une densité i de V en dérivant H pour tout x € R\{2} et en choisissant par exemple h(2) =0: VX
0 six<2 [0 si x<2 _{0 o si x<2
2 2 1-2"“x" six>2
h(x) = 2\ 2 = -1 2
3 1—£ 1—£ six>2  |3|-v2[—=x7%? 1—£ si x>2 . . .
’ .
Ve VX 2 Ve (b) Montrer que U est une variable a densité, et donner une densité de U
Comme pour V, on montre que U est une variable a densité et on obtient une densité g de U en
0 si x<2 dérivant G pour tout x € R\ {2} et en choisissant par exemple g(2) =0:
. 2 .
soit: h) =y ~3va 1 (1_2) six>2 (x) ’ 3 sz it go=1" sixs2
Xx) = - soi X) =
2 X8 Vx & —2%/2 (?)x’mz si x>2 § 3V2x%? six>2
(c) Lavariable V admet-elle une espérance?
V admet une espérance (c) Montrer que U admet une espérance et la calculer.
. f*oo hx)dx CVA U admet une espérance
ssi xh(x)dx +oo
%% ssif xg(x)dx CVA
ssi f xh(x)dx CV car h est nulle sur ]—oo, 2[ et positive ailleurs ~Fo0
2 ) ssi f xg(x)dx CV car g est nulle sur ]—oo, 2] et positive ailleurs
[T -3v2 x ) V2 dxCV I
st 2 B2 Ux * ssi f 3v2x.x*2dx Cv
2
2 +oo
ssifwo 1 (1_2) dx CV. ssif 3v2x7¥2dx cv
2 x1/2 Vx 2 oo
+oo "est 1 i intégral Ri — =3/2>1.
Vu la téte de I'intégrande, on ne va pas chercher a calculer I'intégrale f xh(x)dx. On va plutét cher- Cestle cas car on reconnait une intégrale de Riemann f2 X312 dxavec a=3/2>
her du c6té du TCIEP oo Donc U admet une espérance. Calculons la.
cher du cote \/; 2 ’ vz 1 V3 2 1 On a alors en remarquant qu’on peut faire apparaitre f.
Ona: [1-—| ~ 1 car lim — =0 donc = 1-— ~ =5 +0o a2 +oo 1 +oo ] +oo ]
Vx| oo x—+oo \/x x Vx| +oox E(U):f 3v2x dx:3\/§f —dxzsx/ifzf dx:Gf dx=6
+on 2 2 XVx 2 xV2x > xV2x
Lintégrale fz md x diverge comme intégrale de Riemann avec & =1/2 > 1. _1 d'apres Q1

Le fonctions étant continues et positives, le TCIFP permet de conclure que I'intégrale

+oo ] \/Q 2
— |1-X=
L x1/2 ﬁ

3. Onpose U =inf(Xj, X», X3) et on admet que U est une variable aléatoire. 2
=3v2[-24712 4227112
(a) Déterminer la fonction de répartition G de U. - '
1l s’agit de déterminer pour tout réel x, G(x) = P(U < x). 6v2 . . .
PN . . =6—-—=apres simplification
Commencons par remarquer comme pour le sup (théoréeme non officiel des Daltons!) que : VA
[U>x]=[(X31>x)Nn(Xo>x)N(X3>x)].

Si on ne pense pas a cette astuce de calcul, on calcule a la main. Soit A>2.0na:

A A
f 3vV2x~32dx =3v2
2

x—3/2+1

-3/2+1

dx DV et donc que V n'admet pas d’espérance.

=3v2[-2x712]}

— 6 par quotient

D A—+oo
-11/16- -12/16-



Donc E(U) =6.

- EXERCICE 7 -

1
On considere la fonction f définie sur Rpar: VxeR, X)=——s.
! P JO = 0T me
+00 1
1. Montrer la convergence et déterminer la valeur de I'intégrale / T2 dx.
0

1
La fonction x — —— est continue sur [0, +oo[ donc I'intégrale est impropre en +oo. Soit A > 0. Ona:

1+x)
A
f ;dx:[_L
o (1+x)? 1+x

dx converge et vaut 1.

A 1
=——t1 — 1
0 1+A A—+o0

+00
donc l'intégrale f
b (1+x)?

2. Etudier la parité de f puis montrer que f est une densité de probabilité.
La fonction f est clairement paire (car | — x| = |x]).

* f est positive sur R.

¢ f est continue sur R par composée et quotient (1 +|x| > 1> 0).
+00

e Lintégrale f f(x)dx converge

+00 T
ssif f(x)dx converge car f est paire
0+OO 1
ssif ————dx converge car | x| = x sur R,.
0

2(1+x)?
Or, cette intégrale converge d’apres la question précédente et on a par parité de f :

oo +00 +00 1 too ]
-2 =2) sareo2 ™) gzl
[m fx)dx fo fx)dx fo 2(1+ x)? dx fo (1+x)2dx

Ces trois point permettent d’affirmer que f est une densité de probabilité.
On note X une variable aléatoire admettant f comme densité et F la fonction de répartition de X.

3. X admet-elle une espérance?
E(X) existe
+00o
ssi xf(x)dx converge absolument
900
ssi f x f(x)dx converge car x — x f (x) est impaire
0
X 1
Or,onapourtoutx>0: xf(x)=——m— ~ —.
p Z +f() 2(1+ 02 400 2x
00
Lintégrale de Riemann f 2—d x diverge.
1 X

+00
Les fonctions sont continues et positives donc d’apres le TCIPE l'intégrale f xf(x)dx diverge égale-
ment. !
Ainsi, X n"admet pas d’espérance.
4. On pose Y = In(1 +|X]|) et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur
Iespace probabilisé (Q2, <7, P).
(a) Déterminer Y (QQ)
Comme X(Q2) =R,ona: 1+|X|>1donc Y =In(1+|X]|) > 0 (par croissance de la fonction In) donc
Y(Q) =R,.
(b) Exprimer la fonction de répartition G de Y al’aide de F. On ne cherchera pas a calculer F.
Soit teR_. Comme Y(Q) =R;,ona: G(t)=Fy(t)=P(Y <t)=0.

-13/16—- D

SoitteR,.Ona:

GO =Fy(®=P(Y <1
=P(n1+|X)< D)
=P(1+|XI<e") carexp estcroissante
=P(IXI<e'-1)
=P(-(e'-1)<X<ef-1) care’-1>0 pour >0
=P(1-e'<X<e'-1)
=Fx(e'-1)-Fx(1-€)

- 0 sit<0
Ainsi, G(t) = P p i .
Fx(e'—=1)-Fx(1-¢€) sit=0
2e*f(e’-1 ix>0
(c) En déduire que Y admet pour densité la fonction g définie par: g(x) = 'fle ) stx/o .
six<

Lénoncé a admis que Y était une variable a densité (il faudrait vérifier que G est de classe %" sur R*
et continue sur R).

On obtient une densité g de Y en dérivant G sur R* (Fy est dérivable sur R, ete’ —1=0 < t=0), ce
qui donne:

pourtout t<0: g(#)=0.

pour tout ¢ > 0 (par dérivation d’'une composée) :

g = (Fx(e'-1))' = (Fx(1-e")) =e'Fyle' - 1) — (—e' Fy (1 —e")
=e'fle'-D+e' f(1-e")
:Zetf(et—l) car f(l—et):f(et—l) par parité de f

2e'f(ef-1) sit>0
0 sit<0

(d) Déterminer I'expressionde g.
Il reste a remplacer par 'expression de f, ce qui donne :

Ainsi,onabien: g(¢) = { en choisissant une valeur adaptée pour: g(0) = 1.

1 e’
205 f(e¥—1) six>0 |2e°—— six>0 ix>0 X six>0
g0 = e“fe*-1) six>0_ AT -1 20_) Gy sixz0_Je six>
0 six<0 0 six<0

0 six<0 0 six<0

1l s’agit en fait de la loi exponentielle de parametre 1.

Pour aller plus loin...

- EXERCICE 8 -
Pour tout réel x, on note [x] la partie entiere de x, c’est-a-dire 'unique entier vérifiant: [x] < x < [x] + 1.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre A > 0), c’est -a-dire admettant comme
—-Ax .

1-e six>0

fonction de répartition la fonction F définie sur Rpar: VxeR, F(x)= . .
sinon.

On pose Y = [X], Y estdonc la partie entierede X etona:VkeZ (Y=k)=(k<X<k+1).

1. (a) Montrer que Y prend ses valeurs dans N.
Comme X(Q) =R, Y prend des valeurs entieres positives donc Y (Q2) =N.
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(b) Pour tout k de N*, calculer P(Y = k—1). (d) En déduire une densité f de Z.

Soit ke N*.Ona: Comme Z(Q) =[0, 1[,ona: Fz(x) =0pour x <0et Fz(x) =1pour x > 1, ce qui donne avec la question
0 six<0
PY=k-1)=Pk-1<X<k) 1—eAx
= Fyx (k) = Fx(k—1) précédente: Fz(x)= — sixelo, 1]
=1-eM_14e Mk 1 six>1
( _A)k—l (1 _A) F7 est de classe €' surR\ {0; 1} (comme constante sur ]—oo, 0[ et sur |1, +oo[ et comme composée sur
=|e —-e
10, 1D.

En particulier, F, est continue sur R\ {0; 1}. De plus F est clairement continue en 0 et en 1 en 1 donc
F7 est continue sur R.
Ainsi, Z est une variable aléatoire a densité et on obtient une densité f de Z en dérivant Fz sur R\{0; 1}

(c) En déduire que la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique dont on donnera le parameétre.
(Y +1)(Q) =N* et pour tout ke N*, ona:

k-l o Ae A o1
P(Y+1:k):P(Y:k—1):(e ] (l—e ) et en choisissant f(0) = f(1) =0 par exemple: f(x) =4 ] — -2 six€]o, 11
0 sinon
Ainsi, Y + 1 suit une loi géométrique de parametre (1 - e_)l) (¢) Déterminer Pespérance E(Z) de Z.
(d) Donner I'espérance et la variance de Y + 1. En déduire 'espérance et la variance de Y. E(2) efl;gte
Onadonc: E(Y+1)= et V(Y +1)= e ) ssi xf(x) dt converge absolument
1-e (1-e1)? e
. . . 1 et ssi X dx converge (car f est positive sur ]0, 1 et nulle ailleurs).
Par linéarité de 'espérance: E(Y+1)=E(Y)+1= soit E(Y) = -1= . 1-e 4
2 —e 4 1-e* 1-e* Cette intégrale converge (intégrande continu sur [0, 1] donc E(Z) exite et on a en faisant une IPP :
D’autre part: V(Y)=V(Y+1) = 5 1 1 1 1 1
(1-e) E(Z)= — (f Axe M dx) = — ([—xe’“ +f e M dx)
2. Onpose Z=X-Y. l-e 0 l-e 0 Jo .
(a) Déterminer Z(Q). — 1 (—e"’l I B )
Par définitionde Y,ona: Y<X<Y+1,cequidonne: 0<X-Y <1 soit 0<Z<1. 1-e? 0
Ainsi: Z(Q) = [0, 1[. 1 ( _A+1—e-*]
(b) Montrerque: [(Z<x)N(Y=k]=k<X<k+x]. Tl-eA A
Ona: 1 e
E2)=-1—
(Z<)NY =R]=IX-Y<x)n(Y =k)] €
= [(X-k<0)N(Y =K)] On remarque que : E(Z) = E(X) — E(Y) ce qui correspond a la linéarité de I'espérance que I'on ne
S X <k+0N (k<X <k+1)] pouvait pas utiliser directement car X est une variable a densité et Y une variable discrete.
- <X <X
=[k<X<k+x]
cark+x)<k+lcarx<l.
1- —Ax
(c) Endéduireque: Vxe[0,1[, P(Z<x)= T
Soit x € [0, 1.

D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’évenements (Y = k) ey, On a:

+00
Fz(x)=P(Z<x)=)Y P(Z<0)N(Y =k)
k=0

+00
= Z P(k< X <k+x) dapreslaquestion précédente
k=0
+00
=Y Fx(k+x)—Fx(k)
k=0

+00
— Z 1- e—l(lﬂx) -1 +e—/1k
k=0

+00 n A 1 +00 1 k 1-— e—)lx
-Eeime) (e e -
k=0 k=0 I-e
car on reconnait une série géométrique qui converge (0 < et<1). D
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